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MNOGOGRANNIKI N^�TONA I VYQETY GROTENDIKA*

(Predstavleno akademikom V. I. Arnol~dom 7 12 1994)

Rassmotrim sistemu uravneni$i P1 = · · · = Pn = 0 v (C\0)n, gde P1, . . . , Pn

— polinomy Lorana s mnogogrannikami N~�tona ∆1, . . . , ∆n. S ka�dym
polinomom Lorana Q sv��em n-formu ω = Q/P · dz1

z1
∧ · · · ∧ dzn

zn
, gde z1, . . . zn

— nezavisimye peremennye i P = P1 · . . . · Pn. Dl� obwih naborov mno-
gogrannikov ∆1, . . . , ∆n vyqisl�ets� summa vyqetov Grotendika formy ω
po vsem korn�m sistemy uravneni$i. Rezul~taty dokladyvalis~ na semi-
narah Arnol~da i Gel~fanda, v institute Mettag-Lefflera i v Meri-
lendskom universitete v 1991–1992 gg. Podrobnoe izlo�enie gotovits�
k peqati.

1. Kombinatorny$i ko�fficient. Pust~ ∆1, . . . , ∆n — vypuklye mno-
gogranniki v Rn i ∆ — ih summa Minkovskogo. Ka�da� gran~ mno-
gogrannika ∆ est~ summa grane$i mnogogrannikov ∆i,. Gran~ Γ nazovem
zaperto$i, esli sredi ee slagaemyh est~ hot� by odna verxina. Verxinu
A ∈ ∆ nazovem kritiqesko$i, esli vse prilega�wie k ne$i grani zaperty.

Rassmotrim nepreryvnoe otobra�enie F : ∆ → Rn, F = (f1, . . . , fn),
ka�da� komponenta fi kotorogo neotricatel~na i ravna nul� na teh i
tol~ko teh gran�h Γ = Γ1 + · · · + Γn, dl� kotoryh slagaemoe Γi �vl�et-
s� toqko$i–verxino$i mnogogrannika ∆i. Ograniqenie F̃ otobra�eni� F
na granicu ∂∆ mnogogrannika ∆ perevodit okrestnost~ kritiqesko$i ver-
xiny v okrestnost~ toqki nol~ na granice ∂Rn

+ polo�itel~nogo oktanta.
Nazovem kombinatornym ko�fficientom kA kritiqesko$i verxiny A ∈

∆ lokal~nu� stepen~ rostka otobra�eni� F̃ : (∂∆, A) → (∂Rn
+, 0). Ko�f-

ficient kA opredelen korrektno i zavisit lix~ ot vybora orientaci$i
mnogogrannika ∆ i polo�itel~nogo oktanta Rn

+.
Nabor mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆n nazovem razvernutym, esli vse grani

mnogogrannika summy ∆ zaperty. Poqti vse nabory iz n mnogogrannikov
v prostranstve Rn �vl��ts� razvernutymi.

2. Orientacii. Znak formy ω zavisit ot vybora por�dka nezavisimyh
peremennyh z1, . . . , zn. Vybor �togo por�dka zadaet tak�e orientaci�
line$inogo prostranstva Rn, soder�awego rexetku monomov za, v kotorom
le�it mnogogrannik N~�tona ∆ = ∆1 + · · ·+ ∆n.

Vybor por�dka uravneni$i P1 = · · · = Pn = 0 (ili ih mnogogrannikov
N~�tona ∆1, . . . , ∆n) zadaet orientaci� prostranstva Rn

+, figuriru�-
wego v opredelenii kombinatornogo ko�fficienta. Vybor por�dka urav-
neni$i zadaet tak�e znak vyqeta Grotendika v korn�h sistemy uravneni$i.

*Rabota vypolnena pri podder�ke granta MBF 000 Me�dunarodnogo
Nauqnogo Fonda.
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Vyberem l�bym sposobom por�dok nezavisimyh peremennyh i por�dok
uravneni$i. Znak formy ω, znak vyqeta Grotendika [1] i znaki kombina-
tornyh ko�fficientov opredel��ts� �tim vyborom.

3. Vyqet formy v verxine mnogogrannika. Po ka�do$i verxine A
mnogogrannika N~�tona ∆(P ) polinoma Lorana P postroim r�d Lorana
funkcii Q/P , gde Q — l�bo$i polinom Lorana.

Monom za, sootvetstvu�wi$i verxine A mnogogrannika ∆(P ), vhodit v
P s nekotorym nenulevym ko�fficientom CA i, sledovatel~no, svobodny$i
qlen polinoma Lorana P̃ = P/(CAza) raven edinice. Opredelim r�d Lo-
rana dl� 1/P̃ po formule 1/P̃ = 1 + (1− P̃ ) + (1− P̃ )2 + . . . . Ka�dy$i monom
zb vhodit s nenulevym ko�fficientom lix~ v koneqnoe qislo slagaemyh
(1− P̃ )k. Po�tomu ko�fficient �togo r�da pri ka�dom monome zb oprede-
len korrektno. Formal~noe proizvedenie poluqennogo r�da na polinom
Lorana CA · za · Q budem nazyvat~ r�dom Lorana racional~no$i funkcii
Q/P v verxine A mnogogrannika N~�tona ∆(P ).

Vyqetom res Aω racional~no$i formy ω = Q
P · dz1

z1
∧ · · · ∧ dzn

zn
v verxine

A mnogogrannika N~�tona ∆(P ) nazovem svobodny$i qlen r�da Lorana
funkcii Q/P v verxine A. Vyqet res Aω �vl�ets� �vno vypisyvaemym
polinomom ot C−1

A i ot ko�fficientov polinomov Lorana P i Q.

4. Dopustimye formy. Pust~ ∆1, . . . , ∆n takie mnogogranniki v Rn,
qto razmernost~ mnogogrannika ∆ = ∆1 + · · · + ∆n ravna n. S ka�do$i
nezaperto$i gran~� Γ ⊂ ∆ starxe$i razmernosti sv�zano soder�awee mno-
gogrannik ∆ poluprostranstvo LΓ takoe, qto ∂LΓ ⊃ Γ. Rasxirenno$i
summo$i mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆n nazovem (vozmo�no, neograniqenny$i)
mnogogrannik ∆̃, ravny$i pereseqeni� poluprostranstv LΓ po vsem neza-
pertym gran�m Γ starxe$i razmernosti mnogogrannika ∆.

Primery. 1. Esli vse mnogogranniki ∆i sovpada�t, to ∆̃ = ∆. 2. Esli
mnogogranniki ∆1, . . . , ∆n razvernuty, to ∆̃ = Rn.

Pust~ P1 = · · · = Pn = 0 — ∆-regul�rna� [2] sistema uravneni$i v (C\0)n

s mnogogrannikami N~�tona ∆1, . . . ∆n. Formu ω = Q
P · dz1

z1
∧· · ·∧ dzn

zn
nazovem

dopustimo$i dl� �to$i sistemy, esli nositel~ polinoma Lorana Q le�it
strogo vnutri rasxirenno$i summy ∆̃ mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆n.

5. Osnovna� teorema.

Teorema. Summa vyqetov Grotendika dopustimo$i formy ω po vsem korn�m
v (C\0)n ∆-regul�rno$i sistemy uravneni$i P1 = · · · = Pn = 0 ravna (−1)n

∑
kA res Aω,

gde summirovanie vedets� po vsem kritiqeskim verxinam A mnogogrannika
∆.

Dokazatel~stvo ispol~zuet tehniku toriqeskih kompaktifikaci$i [3].
Posle kompaktifikacii osnovna� teorema svodits� k svoeobraznomu to-
riqeskomu variantu teoremy o ravenstve nul� summy vyqetov na kom-
paktnom mnogoobrazii (sr. [4], [1]).

Sledstvie 1 (obobwenna� formula �$ilera-�kobi iz [4]). Esli nositel~ poli-
noma Lorana Q le�it strogo vnutri mnogogrannika ∆(P ), to summa vy-
qetov Grotendika formy ω ravna 0.
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De$istvitel~no, v �tom sluqae vse qisla res Aω = 0. (Vse qisla res Aω =
0 i dl� polinomov Lorana Q s nositel�mi, le�awimi v neskol~ko bol~-
xe$i oblasti, zvis�we$i ot ∆i, qto daet obobwenie sledstvi� 1.)

6. Toriqeski$i variant.

Teorema. Esli mnogogranniki N~�tona uravneni$i sistemy razvernuty, to
summu vyqetov Grotendika mo�no vyqislit~ dl� formy ω s l�bym poli-
nomom Lorana Q.

De$istvitel~no, sistema uravneni$i s razvernutymi mnogogrannikami
N~�tona ∆-regul�rna. Rasxirenna� summa ∆̃ razvernutyh mnogogranni-
kov est~ Rn, po�tomu forma ω s l�bym polinomom Lorana Q �vl�ets�
dopustimo$i.

Sledstvie 2. Summa
∑

R(a)µ(a) znaqeni$i l�bogo polinoma Lorana R po pos-
qitannym s uqetom kratnosti µ(a) korn�m a sistemy uravneni$i s razver-
nutymi mnogogrannikami N~�tona ravna (−1)n

∑
kA res Aω, gde

ω = R
dP1

P1
∧ · · · ∧ dPn

Pn
=

[
Rz1 · . . . · zn det

(
∂P

∂z

)
/ (P1 · . . . · Pn)

]
dz1

z1
∧ · · · ∧ dzn

zn
.

7. Geometriqeskoe prilo�enie. Dl� ka�do$i verxiny A mnogogrannika
∆ = ∆1 + · · · + ∆n opredelen nabor verxin Ai ∈ ∆i takih, qto A = A1 +
· · ·+ An. Polo�im detA ravnym opredelitel� matricy, sostavlenno$i iz
vektorov A1, . . . , An.

Teorema. Dl� smexannogo ob�ema V razvernutyh mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆n

s racional~nymi verxinami spravedliva formula: n!V = (−1)n
∑

kA detA .

Dl� mnogogrannikov s celymi verxinami teorema poluqaets� sravne-
niem formuly Bernxte$ina dl� qisla korne$i sistemy uravneni$i [5] so
sledstviem 2 dl� R ≡ 1. Bylo by interesno dokazat~ teoremu geometri-
qeski i otkazat~s� ot uslovi� racional~nosti verxin.

8. Algebraiqeskoe prilo�enie. Sledstvie 2 pozvol�et postroit~ �v-
nu� teori� iskl�qeni� dl� sistemy uravneni$i v (C\0)n s razvernutymi
mnogogrannikami N~�tona. Po�snim, naprimer, kak poluqit~ uravnenie
na pervu� koordinatu z1 korne$i sistemy. Dl� �togo dostatoqno posqi-
tat~ summy

∑
R(a)µ(a) dl� polinomov R ravnyh 1, z1, . . . z

N
1 , gde N = n!V −

1, i vospol~zovat~s� formulami N~�tona, vyra�a�wimi ko�fficienty
uravneni� qerez summy stepene$i ego korne$i.

9. Affinny$i variant. Mnogogrannik N~�tona ∆ ⊂ Rn
+ nazovem udob-

nym, esli mno�estvo ego verxin soder�it po odno$i toqke na ka�dom
polo�itel~nom koordinatnom luqe i toqku 0. Nabor mnogogrannikov
∆1, . . . , ∆n nazovem affinno razvernutym, esli vse mnogogranniki udobny,
i ka�da� gran~ mnogogrannika ∆ = ∆1 + · · · + ∆n, ne le�awa� v koordi-
natnom podprostranstve, zaperta.

Teorema. Vse korni v Cn polinomial~no$i sistemy P1 = · · · = Pn = 0 s
affinno razvernutymi mnogogrannikami N~�tona izolirovany. Summa po
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vsem korn�m vyqetov Grotendika formy ω, sootvetstvu�we$i l�bomu po-
linomu Q, del�wemus� na monom z1 · . . . · zn, ravna (−1)n

∑
kA res Aω, gde

summirovanie vedets� po vsem kritiqeskim verxinam A mnogogrannika ∆.

Esli vse korni sistemy le�at v (C\0)n, to utver�denie vytekaet iz os-
novno$i teoremy. Obwi$i sluqa$i svodits� k rassmotrennomu predel~nym
perehodom. Sledstviem teoremy �vl�ets� �vna� teori� iskl�qeni� dl�
polinomial~nyh uravneni$i v Cn s affinno razvernutymi mnogogranni-
kami N~�tona (sr. p. 8). Byl izvesten [6] ves~ma qastny$i sluqa$i �to$i
teoremy (s odno$i netrivial~no$i verxino$i A i s kA = 1). Otmetim, qto
v teoreme mo�no otkazat~s� ot uslovi$i 0 ∈ ∆i.

10. Lokal~ny$i variant. Rassmotrim sistemu analitiqeskih uravneni$i
p1 = · · · = pn = 0 v okrestnosti toqki 0 ∈ Cn. Pust~ diagrammy N~�tona
Γ1, . . . , Γn �tih uravneni$i udobny [2]. Opredeleni� razvernutyh dia-
gramm N~�tona, kombinatornyh ko�fficientov verxin diagrammy sum-
my Γ = Γ1 + · · · + Γn i vyqetov res Aω poqti doslovno povtor��t prive-
dennye vyxe opredeleni�. Pri �tom vypoln�ets�

Teorema. Sistema analitiqeskih uravneni$i p1 = . . . pn = 0 s razvernutymi
diagrammami N~�tona imeet toqku 0 izolirovannym rexeniem. Vyqet
Grotendika v nule formy ω = q

p1·...·pn

dz1
z1
∧· · ·∧ dzn

zn
, gde q — l�ba� analitiq-

eska� funkci�, del�wa�s� na z1 · . . . · zn, raven (−1)n−1
∑

kA res Aω, gde sum-
mirovanie vedets� po vsem verxinam A diagrammy N~�tona Γ = Γ1 + · · ·+
Γn, le�awim strogo vnutri polo�itel~nogo oktanta.

Dokazatel~stvo vyvodits� iz osnovno$i teoremy i teoremy p. 9.
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