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áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ�ÏÍ 26 (2014), �5 �òïðéþåóëáñ îå�åòï÷ïó�øé âáúéóù çò�åâîåòá
© â. ñ. ëáúáòîï÷óëéê, á. ç. èï÷áîóëéêõÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ × ËÏÌØ�Å �ÏÌÉÎÏÍÏ× | ÜÔÏ ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÄÅÁÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÙ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ. ÷ ÓÔÁÔØÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-×ÁÎÉÅ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ, �ÏÌÉÎÏÍÙ × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÍÅÀÔ ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕ-ÅÍÙÅ ÓÔÅ�ÅÎÉ. �ÅÏÒÅÍÁ Ï ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ËÏÌØ�Á �ÏÌÉÎÏÍÏ×ìÏÒÁÎÁ ÂÌÉÚËÁ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ. üÔÁÔÅÏÒÅÍÁ | �ÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÔÁÔØÉ, ÎÕÖÎÙÊ ÄÌÑ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊÔÅÏÒÉÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ × (C∗)n, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ × �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁ-ÂÏÔÁÈ. ÷×ÅÄÅÎÉÅ÷ ÓÔÁÔØÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ (ÓÍ. ÎÉÖÅ)ËÏÌØ�Á R �ÏÌÉÎÏÍÏ× ìÏÒÁÎÁ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ �ÏÌÅÍ k.üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÚ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ×ÈÏÄÉÔ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑÓ×ÏÅÏÂÒÁÚÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ËÏÌØ�Á þÖÏÕ, ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÇÏ ËÏÌØ�Á ÕÓÌÏ×ÉÊ(ÓÍ. ÎÉÖÅ É [1, 2℄), ÄÌÑ ÇÒÕ��Ù (C∗)n, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ �ÏÄÇÏÔÁ×ÌÉ×ÁÅÍ ÄÌÑ�ÕÂÌÉËÁ�ÉÉ. óÔÁÔØÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÁ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ É ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁÒÎÁ: ÏÎÁ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÅÏÒÉÉ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ, ÔÏÒÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ,ÔÅÏÒÉÉ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÏÂßÅÍÏ× É ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ, ÎÕÖ-ÎÙÈ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ËÏÌØ�Á ÕÓÌÏ×ÉÊ. ëÁË ÎÁÍ ËÁÖÅÔÓÑ, ÓÔÁÔØÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÉ ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓ.÷Ï ××ÅÄÅÎÉÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ, Ï�É-ÓÁÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ É (ÏÞÅÎØ ËÒÁÔËÏ) ÒÁÓÓËÁÚÁÎÏ Ï ËÏÌØ�Å ÕÓÌÏ-×ÉÊ ÄÌÑ ÇÒÕ��Ù (C∗)n.ðÏÌÉÎÏÍ ìÏÒÁÎÁ P = ∑ 
mzm ∈ R | ÜÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÑ ÍÏÎÏ-ÍÏ× zm = zm11 : : : zmnn , ÇÄÅ m = (m1; : : : ;mn) ∈ Zn É 
m ∈ k. îÏÓÉÔÅÌØ S(P )�ÏÌÉÎÏÍÁ ìÏÒÁÎÁ P | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË m ∈ Zn, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 
m 6= 0.ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: �ÏÌÉÎÏÍ ìÏÒÁÎÁ, ÉÄÅÁÌ, ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÊ ÂÁÚÉÓ, ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓçÒ�ÅÂÎÅÒÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ.ðÅÒ×ÙÊ Á×ÔÏÒ ÞÁÓÔÉÞÎÏ �ÏÄÄÅÒÖÁÎ ÇÒÁÎÔÏÍ îû-4850.2012.1, ×ÔÏÒÏÊ Á×ÔÏÒ ÞÁÓÔÉÞÎÏ�ÏÄÄÅÒÖÁÎ ëÁÎÁÄÓËÉÍ ÇÒÁÎÔÏÍ 0GP0156833.142



�òïðéþåóëáñ îå�åòï÷ïó�ø é âáúéóù çò�åâîåòá 143ó ËÁÖÄÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ f : Rn → R ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rn, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÅÍ ÒÅÛÅÔËÕ Zn, Ó×ÑÚÁÎÏ ÕËÏÒÏÞÅÎÉÅ P (f) �Ï �ÏÒÑÄËÕ f �ÏÌÉÎÏÍÁ ìÏÒÁÎÁP = ∑ 
mzm. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ P (f) = ∑m∈B 
mzm, ÇÄÅ B | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÎÏÓÉÔÅÌÑ S(P ) �ÏÌÉÎÏÍÁ P , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ f . ó ËÁÖÄÙÍ ÉÄÅÁÌÏÍ I ⊂ R É Ó ËÁÖÄÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ f Ó×ÑÖÅÍ ÉÄÅ-ÁÌ I(f), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÕËÏÒÏÞÅÎÉÑÍÉ �Ï �ÏÒÑÄËÕ f ×ÓÅÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ìÏÒÁÎÁÉÚ ÉÄÅÁÌÁ I (�ÒÉ f ≡ 0 ÉÄÅÁÌÙ I É I(f) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ).ëÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {Qj} ⊂ I ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ I, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ f ÉÄÅÁÌ I(f) �ÏÒÏÖÄÅÎ �ÏÌÉ-ÎÏÍÁÍÉ ìÏÒÁÎÁ {Q(f)j }.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ðÏÎÑÔÉÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ ÂÌÉÚËÏ Ë �ÏÎÑ-ÔÉÀ H-ÂÁÚÉÓÁ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [18, 19℄). íÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÙ ÒÅ�ÅÎÚÅÎÔÕ ÚÁ ÜÔÏÚÁÍÅÞÁÎÉÅ.íÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÌØ�Ï R ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÔÅ-ÒÏ×ÏÓÔÉ: × ËÁÖÄÏÍ ÉÄÅÁÌÅ I ËÏÌØ�Á R ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ. íÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁ-ÚÕÀÝÉÈ, ÎÏ �ÒÅÄßÑ×ÌÑÅÍ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Ñ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ-ÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÙÌÉ ÉÚ×ÅÓÔÎÙ É ÒÁÎØÛÅ(ÓÒ. [3, 4℄).�ÅÏÒÅÍÁ. ðÏ ÌÀÂÏÍÕ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A ⊂ Zn ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �(A) ⊂ Zn, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I ËÏÌØ�Á R, ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÅ-ÖÁÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A, ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ
{Qj}, ÎÏÓÉÔÅÌÉ S(Qj) ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å �(A).÷ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÍ ×ÉÄÅ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÁ É ÄÏËÁÚÁÎÁ× §7. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ (ÓÍ. §1 É [5, 6℄),ÕÔÏÞÎÑÀÝÕÀ Ó×ÏÊÓÔ×Ï ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ËÏÌØ�Á �ÏÌÉÎÏÍÏ×, É ÔÅÈÎÉËÕ ÂÁÚÉÓÏ×çÒ�ÅÂÎÅÒÁ. üÔÁ ÔÅÈÎÉËÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÏÓÎÏ×ÁÎÁ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÈ Ï ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ó ×�ÏÌÎÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ (ÓÍ. §2). îÅÍÎÏÇÏÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÊ ÔÅÈÎÉËÉ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ �ÏÒÑÄËÁçÒ�ÅÂÎÅÒÁ (ÓÍ. �. 2.4) É ÂÁÚÉÓÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ, Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ É Ó ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ (ÓÍ. §3).÷ �. 5.1 Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÏ×, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ �ÒÉ �ÒÉÍÅÎÅ-ÎÉÉ Ä×ÕÈÛÁÇÏ×ÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÉÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ. ïÞÅÎØ ×ÁÖÎÏ, ÞÔÏ�ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �ÏÌÉÎÏÍÏ×, Ë ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉ-ÍÅÎÑÅÔÓÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ, ÎÏ ÎÉËÁË ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ. ï�ÅÎ-ËÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ Ï�ÉÓÁÎÉÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÒÅÛÅÔËÉ Zn É ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ �ÒÏÓÔÙÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ×Ù�ÕË-ÌÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (ÓÍ. §4).



144 â. ñ. ëáúáòîï÷óëéê, á. ç. èï÷áîóëéê÷ �. 5.2 Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÅ�ÅÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÏ× × ÂÁÚÉÓÅ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÑÍÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ. ðÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ.ïÎÉ ÏÓÎÏ×ÁÎÙ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ É ÎÁ Ï�ÅÎËÁÈ ÉÚ �. 5.1.÷ §6 ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ × ËÏÌØ�Å �ÏÌÉÎÏÍÏ× �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÑ×ÎÁÑ (ÈÏÔÑ É ÎÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÁÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ) ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÅÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØ-ÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ É Ï�ÅÎÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÔÅÎÅÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÏ× × ÜÔÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÏÓÔÅ�ÅÎÑÍ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÄÁÌØÎÅÊ-ÛÅÍ. ïÎ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÑÍÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ Ï�ÅÎÏË ÉÚ �. 5.2 É ÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÕÅÔÉÈ ÓÉÌÕ.
§7 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ (Ï ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÊ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ ËÏÌØ�Á �Ï-ÌÉÎÏÍÏ× ìÏÒÁÎÁ). ïÎÁ ÔÏÖÅ ÌÅÇËÏ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ Ï�ÅÎÏË �. 5.2.÷ ÏÓÔÁ×ÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ××ÅÄÅÎÉÑ ÏÞÅÎØ ËÒÁÔËÏ ÒÁÓÓËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï ËÏÌØ�ÅÕÓÌÏ×ÉÊ ÄÌÑ ÇÒÕ��Ù (C∗)n. üÔÕ ÞÁÓÔØ ××ÅÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ �ÒÏ�ÕÓÔÉÔØ ÂÅÚÕÝÅÒÂÁ ÄÌÑ �ÏÎÉÍÁÎÉÑ ÓÔÁÔØÉ | × ÓÔÁÔØÅ ËÏÌØ�Ï ÕÓÌÏ×ÉÊ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÆÉ-ÇÕÒÉÒÕÅÔ (ÎÏ ÅÇÏ ÉÚÕÞÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÍÏÔÉ×ÉÒÏ×ËÏÊ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ× ÓÔÁÔØÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×).éÚ×ÅÓÔÎÁ (ÓÍ. [1, 2℄) ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ×ÅÒÓÉÑ ËÏÌØ�Á þÖÏÕ ÄÌÑ n-ÍÅÒÎÏÊ ÒÅ-ÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Ù G. ä×Á k-ÍÅÒÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X1;X2 ⊂ G ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÙ X1 ∼ X2, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ (n − k)-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑY ⊂ G ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ g1; g2 ∈ G ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï #(X1 ∩ g1Y g2) =#(X2∩g1Y g2). åÓÌÉX1 ∼ X2 É Y1 ∼ Y2, ÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ g1; g2; g3; g4 ∈ GÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÑ X1 ∩ g1Y1g2 É X2 ∩ g3Y2g4 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÌÁÓÓÁÈ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÄÍÎÏÇÏ-ÏÂÒÁÚÉÊ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÌÁÓÓÁÍ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ (�ÒÉ×Å-ÄÅÎÎÙÈ, ÅÓÌÉ ÎÁÄÏ, × ÏÂÝÅÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÌÅ×Ï-�ÒÁ×ÏÇÏ ÄÅÊÓÔ×ÉÑÇÒÕ��Ù). ëÏÌØ�Ï ÕÓÌÏ×ÉÊ R(G) ÇÒÕ��Ù G | ÜÔÏ ËÏÌØ�Ï ÆÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÌÉ-ÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ×ÍÅÓÔÅ Ó Ï�ÉÓÁÎÎÙÍ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÅÍ, �ÒÏÄÏÌÖÅÎÎÙÍ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÉ.÷ [8℄ ÄÁÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÏÌØ�Á R((C∗)n). ëÁÖÄÏÍÕ k-ÍÅÒÎÏÍÕ�ÏÄÍÎÏÇÏÏÂÒÁÚÉÀ X ⊂ (C∗)n ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ k-ÍÅÒÎÙÊ ÔÒÏ�ÉÞÅ-ÓËÉÊ ×ÅÅÒ (Ó×ÏÅÏÂÒÁÚÎÙÊ k-ÍÅÒÎÙÊ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÉËÌ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÅÊ k-ÍÅÒÎÙÈ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ËÏÎÕÓÏ×) CX × Rn. ðÒÉ ÜÔÏÍ(CX = CY ) ⇔ (X ∼ Y ). ðÒÉ×ÅÄÅÎÙ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ×ÓÅÈ ÔÒÏ-�ÉÞÅÓËÉÈ ×ÅÅÒÏ× ×ÉÄÁ CX É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÏÇÏ×ÅÅÒÁ CX∩Y �Ï ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÍ ×ÅÅÒÁÍ CX É CY . �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, × [8℄ Ï�ÉÓÁ-ÎÏ ËÏÌØ�Ï ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ×ÅÅÒÏ× CX , ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ ËÏÌØ�Õ R((C∗)n). âÌÉÚËÉÅÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ × [3℄. òÑÄ ËÒÁÓÉ×ÙÈ É ÓÉÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÔÒÏ-�ÉÞÅÓËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [9{11℄.



�òïðéþåóëáñ îå�åòï÷ïó�ø é âáúéóù çò�åâîåòá 145íÙ ÎÁÛÌÉ ÎÏ×ÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÏÌØ�Á R((C∗)n) × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÏÂß-ÅÍÏ× �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, �ÏÌÎÏÓÔØÀ �ÅÒÅÓÍÏÔÒÅÌÉ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ ÓÔÁÔØÉ [8℄ É ÄÏËÁÚÁÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ËÏÌØ�Á, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ × ÔÅÒÍÉ-ÎÁÈ ÓÍÅÛÁÎÎÙÈ ÏÂßÅÍÏ×, Ó ËÏÌØ�ÏÍ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ×ÅÅÒÏ×. üÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ�ÏÄÇÏÔÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ Ë �ÅÞÁÔÉ [12℄. ÷ÓÅ ÏÎÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔ ÔÅÏÒÅÍÕ ÉÚ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ, ËÏÔÏÒÏÊ É �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÎÁÓÔÏÑÝÁÑ ÓÔÁÔØÑ.
§1. �ÅÏÒÅÍÁ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ÷ ÜÔÏÍ �ÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ ÄÌÑ ËÏÌØ�Á�ÏÌÉÎÏÍÏ× É ÅÅ ÁÎÁÌÏÇ ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Zn

>0.1.1. ëÏÌØ�Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ×. ëÏÌØ�Ï R = k[z1; : : : ; zn℄ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ n �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ �ÏÌÅÍ k ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ: × ËÏÌØ�ÅR ×ÓÑËÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �Å�ÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏ×I1 ⊂ I2 ⊂ · · · ⊂ Ii ⊂ : : : (1)ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×. áÂÒÁÈÁÍ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇ ÄÏËÁÚÁÌ ÔÅÏ-ÒÅÍÕ [5, 6℄, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.�ÅÏÒÅÍÁ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ. ðÕÓÔØ f | ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌÙ Ii × (1) �ÏÒÏÖÄÅÎÙ �Ï-ÌÉÎÏÍÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 f(i). �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÉÄÅÁÌÏ× × �Å�ÏÞËÅ (1) ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ gn, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÏ �Ï ÆÕÎË�ÉÉ fÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n.÷ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÓÔÁÔØÑÈ [5, 6℄ ÓÌÏ×ÁÍ ,,gn ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÏ �ÏÆÕÎË�ÉÉ f É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n\ �ÒÉÄÁÎ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. úÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÁÑÒÁÂÏÔÁ çÉÌØÅÒÍÏ íÏÒÅÎÏ [7℄ ÕÔÏÞÎÑÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ. ÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏ-ÔÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÙ �ÒÉÍÅÒÙ, �ÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ ÄÌÑ �ÒÏ-ÓÔÅÊÛÅÊ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(i) = i ÞÉÓÌÏ gn ËÁË ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ n ÒÁ-ÓÔÅÔ ÓÔÒÁÛÎÏ ÂÙÓÔÒÏ É ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉÍÉÔÉ×ÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ ÆÕÎ�ÉÅÊ ÏÔn (ÓÍ. [7℄). äÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÅÏÒÅÍÙ úÁÊÄÅÎÂÅÒ-ÇÁ × �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ. úÁ ×ÓÅÍÉ �ÏÄÒÏÂÎÏÓÔÑÍÉ ÍÙ ÏÔÓÙÌÁÅÍË ÈÏÒÏÛÏ ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ [7℄.1.2. ðÏÌÕÇÒÕ��Á Zn
>0. ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ m ∈ Zn

>0 Ó×ÑÚÁÎ ÏËÔÁÎÔ OmÓ ×ÅÒÛÉÎÏÊm, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ Om = Zn
>0+m. îÁ�ÏÍÎÉÍ ×ÁÖÎÏÅÓ×ÏÊÓÔ×Ï ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Zn

>0 (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [13℄): ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏËÔÁÎÔÏ× �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏËÔÁÎÔÏ×.ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J ⊂ Zn
>0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ × �ÏÌÕÇÒÕ��Å Zn

>0, ÅÓÌÉ ÄÌÑÌÀÂÙÈ m ∈ J , a ∈ Zn
>0 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ m+ a ∈ J . ðÏÌÕÇÒÕ��Á Zn

>0



146 â. ñ. ëáúáòîï÷óëéê, á. ç. èï÷áîóëéêÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÎÅÔÅÒÏ×ÏÓÔÉ: × ÎÅÊ ×ÓÑËÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ�Å�ÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏ× J1 ⊂ J2 ⊂ · · · ⊂ Ji ⊂ : : : (2)ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ×. üÔÏÔ ÆÁËÔ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÅÎ Ó×ÏÊÓÔ×ÕËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Zn
>0. óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓ×ÏÊÓÔ×Õ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Zn

>0: × ËÁÖÄÏÍ ÉÄÅÁÌÅ J ⊂ Zn
>0 ÍÏÖÎÏ×ÙÂÒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, Ô.Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× G ⊂ J ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÄÅÁÌÁ J �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ××ÉÄÅm+a, ÇÄÅm ∈ G É a ∈ Zn

>0. óÔÅ�ÅÎØÀ ÔÏÞËÉ m = (m1; : : : ;mn) ∈ Zn
>0ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ |m| = m1 + · · ·+mn.�ÅÏÒÅÍÁ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ ÄÌÑ Zn

>0. ðÕÓÔØ f | ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁ-ÓÔÁÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ. ðÕÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÉÄÅÁÌÏ×Ji ÉÚ (2) ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 f(i). �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÉÄÅÁÌÏ× × �Å�ÏÞËÅ (2) ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ gn, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÏ �Ï ÆÕÎË-�ÉÉ f É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n.ëÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ m = (m1; : : : ;mn) ∈ Zn
>0 ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÍÏÎÏÍzm = zm11 · : : : · zmnn . ëÁÖÄÏÍÕ ÉÄÅÁÌÕ J ⊂ Zn

>0 ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÉÄÅ-ÁÌ I(J) × ËÏÌØ�Å �ÏÌÉÎÏÍÏ×, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÍÏÎÏÍÏ×zm �ÒÉ m ∈ J . äÌÑ �Å�ÏÞËÉ (2) ÔÅÏÒÅÍÁ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ ÄÌÑ Zn
>0 ×ÙÔÅËÁÅÔÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë �Å�ÏÞËÅ ÉÄÅÁÌÏ× I(J1) ⊂ I(J2) ⊂: : : ⊂ I(Ji) : : :úÁÍÅÞÁÎÉÅ 2. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÔÅÈÎÉËÕ ÂÁÚÉÓÏ× çÒ�ÅÂÎÅÒÁ, ÌÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏÔÅÏÒÅÍÁ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ Ó×ÏÅÍÕ ×ÁÒÉÁÎÔÕ ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Zn

>0.÷ [7℄ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏÔ ×ÁÒÉÁÎÔ, Á ÔÅÏÒÅÍÁ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ ×Ù×ÏÄÉÔ-ÓÑ ÉÚ ÎÅÇÏ.
§2. ìÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍìÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï K (×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ) ÎÁÄ kÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ Ó ×�ÏÌÎÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÂÁÚÉÓ {em}, ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M, × ËÏ-ÔÏÒÏÍ ÚÁÄÁÎ �ÏÒÑÄÏË ≺, �ÒÅ×ÒÁÝÁÀÝÉÊ M ×Ï ×�ÏÌÎÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï.2.1. ïÂÒÁÝÅÎÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ Ó Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÂÁÚÉÓÏÍ. îÁÞÎÅÍ Ó ÎÅÓÌÏÖÎÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÇÏ ÄÌÑ ÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, ÎÅ ÎÁÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÉËÁËÉÍÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ-ÍÉ. ï�ÅÒÁÔÏÒ A : L → L, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÊ × (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÍ) ÌÉÎÅÊÎÏÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L ÎÁÄ k, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ



�òïðéþåóëáñ îå�åòï÷ïó�ø é âáúéóù çò�åâîåòá 147ËÁÖÄÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ x ∈ L ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ k (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ x) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏAkx = 0.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ E |ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ É A| ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÎÉÌØ�Ï-ÔÅÎÔÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ. �ÏÇÄÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒ E −A ÏÂÒÁÔÉÍ: Ï�ÅÒÁÔÏÒB = E +A+A2 + : : :ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ É ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÔÏÖÄÅÓÔ×Ï (E −A)B = E.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ LÅÓÔØ k ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ Akx = 0. ðÏÜÔÏÍÕ ×ÅËÔÏÒ Bx ËÏÒÒÅËÔÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎ ÉÒÁ×ÅÎ (E +A+ · · · +Ak−1)x. äÁÌÅÅ, (E −A)Bx = (E −Ak)x = x. �ðÕÓÔØK | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ×�ÏÌÎÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÎÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ {em}. óËÁ-ÖÅÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒ A : K → K ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌÅÎ × ÂÁÚÉÓÅ {em}, ÅÓÌÉ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ m ∈ M × ÒÁ×ÅÎÓÔ×Å A(em) = ∑�pep �ÒÉ m ≺ p É �ÒÉm = p ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �p ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ÷ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÎÉÌØ�ÏÔÅÎ-ÔÅÎ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÏ ÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÏÊ ÎÉÖÅ ÌÅÍÍÅ 3.óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ C, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ m ∈ M ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ (×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÕÓÔÏÅ) �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï C(m) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M, ÎÁÚÏ×ÅÍËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÕÂÙ×ÁÀÝÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÑËÉÈ m ∈ MÉ g ∈ C(m) ⊂ M ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï m ≻ g. ðÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØm1; : : : ;mk ∈ M ÎÁÚÏ×ÅÍ C-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏÕÂÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ C, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i = 1; : : : ; k − 1 ×Ù�ÏÌ-ÎÑÅÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÅe mi+1 ∈ C(mi) (ÅÓÌÉ C(mi) | �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, ÔÏ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ ÞÌÅÎÅ mi).ìÅÍÍÁ 3. ÷ÓÑËÁÑ C-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ m1; : : : ;mk Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ �ÅÒ×ÙÍÞÌÅÎÏÍ m1 = m ∈ M ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ Ó×ÅÒÈÕ ÄÌÉÎÕ k 6 N(C;m).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ ÅÓÔØ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ C-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓ-ÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ × ÔÏÞËÅ m = m1. �ÏÇÄÁ (ÉÚ-ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁC(m1)) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÔÏÞËÁ m2 ∈ C(m1), ÞÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎ-ÎÙÅ C-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÓÑ Ó ÞÌÅÎÏ× m1;m2. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÏÞËÁ m3 ∈ C(m2) ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ C-�Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó ÞÌÅÎÏ× m1;m2;m3. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ�ÒÏ�ÅÓÓ, �ÏÌÕÞÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ m1 ≻ m2 ≻ : : : óÕÝÅ-ÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ �ÏÌÎÏÊ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á M. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. �



148 â. ñ. ëáúáòîï÷óëéê, á. ç. èï÷áîóëéêäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2. ðÕÓÔØ A| ×ÅÒÈÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÊ Ï�Å-ÒÁÔÏÒ × ÂÁÚÉÓÅ {em}. ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ A Ó×ÑÖÅÍ ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÏÅ ÕÂÙ×ÁÀ-ÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ C, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ: ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏC(m) ÒÁ×ÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÉÄÅËÓÏ× mi, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �i × ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÉ Aem = ∑�iemi ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÅÓÌÉ Aem = 0, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏC(m) �ÕÓÔÏ). ðÏ ÌÅÍÍÅ 3 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ N(m;C) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ×ÓÑËÏÊC-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ Ó ÞÌÅÎÁ m, ÍÅÎØÛÅ k = N(m;C).ñÓÎÏ, ÞÔÏ Akem = 0. ïÔËÕÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ��ÅÏÒÅÍÁ 4. ï�ÅÒÁÔÏÒ, ÒÁ×ÎÙÊ ÓÕÍÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ É ×ÅÒÈÎÅÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÏÂÒÁÔÉÍ.�ÅÏÒÅÍÁ 4 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 1 É 2.2.2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅM-ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × �ÒÑÍÕÀ ÓÕÍ-ÍÕ. ðÕÓÔØ v = ∑ 
m(v)em | ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ×ÅËÔÏÒ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÅK Ó ×�ÏÌÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ {em}. ëÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ 
m(v) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ ÎÁËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å S(v) ⊂ M, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ ×ÅËÔÏ-ÒÁ v.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ NM : (K \ {0}) → M, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ×ÅËÔÏÒÕ v ∈ K \ {0} ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ × ÓÍÙÓÌÅ �ÏÒÑÄËÁ ≺ ÔÏÞËÕ NM(v) ∈S(v) × ÎÏÓÉÔÅÌÅ ×ÅËÔÏÒÁ v, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ M-ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅÍ.ï�ÉÛÅÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÕÀ M-ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ�Ï-ÓÔÁ×ÌÑÅÔ ËÁÖÄÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Õ L ⊂ K ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L⊥ ⊂ K (Ô.Å. ÔÁËÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÞÔÏ L ⊕ L⊥ = K). ó �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ L ⊂ K Ó×ÑÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á:ÏÂÒÁÚ NM(L \ {0}) = J ÍÎÏÖÅÓÔ×Á L \ {0} �ÒÉ M-ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÉ;ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅ M\J = J⊥ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ J × M.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L⊥ ËÁË �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÁ-ÍÉ em �ÒÉ m ∈ J⊥. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï K = L⊕L⊥ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ × ÔÅÏÒÅÍÅ 5.äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ p ∈ J ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ×ÅËÔÏÒ gp ∈ L ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ NM(gp) =ep, Ô.Å. gp = ep + ∑�iemi , ÇÄÅ mi ≺ p. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ m ∈ MÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÅËÔÏÒ fm ∈ K:ÅÓÌÉ m ∈ J , ÔÏ fm = gm;ÅÓÌÉ m ∈ J⊥, ÔÏ fm = em.�ÅÏÒÅÍÁ 5. 1) K = L⊕L⊥. 2) åÓÌÉ x = x1 + x2, ÇÄÅ x1 ∈ L, x2 ∈L⊥ É x1; x2 6= 0, ÔÏ NM(x) = max(NM(x1); NM(x2)). 3) ÷ÅËÔÏÒÙ {fm}ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × K. 4) ÷ÅËÔÏÒÙ {gp} �ÒÉ p ∈ J ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ × L.5) ÷ÅËÔÏÒÙ {em} �ÒÉ m ∈ J⊥ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ L⊥.



�òïðéþåóëáñ îå�åòï÷ïó�ø é âáúéóù çò�åâîåòá 149äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. îÁÞÎÅÍ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á �. 2). �ÁË ËÁË J ⋂ J⊥ = ∅, ÔÏNM(x1) 6= NM(x2). ðÏÜÔÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔ NM(x1 + x2) ÒÁ×ÅÎ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍÕ ÉÚÜÌÅÍÅÎÔÏ× NM(x1) É NM(x2). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ � : K → K,Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÁÈ {em} ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ �(em) = fm. ðÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÏ× fm Ï�ÅÒÁÔÏÒ � ÒÁ×ÅÎ ÓÕÍÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ É ×ÅÒÈ-ÎÅÔÒÅÕÇÏÌØÎÏÇÏ × ÂÁÚÉÓe {em} Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 4 Ï�ÅÒÁÔÏÒ� ÏÂÒÁÔÉÍ. ïÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÀÔ ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ �ÕÎËÔÙ ÔÅÏÒÅ-ÍÙ 5. �ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ {gp}, p ∈ J , | ÂÁÚÉÓ × L ÉÚ �. 4) ÔÅÏÒÅÍÙ 5.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× {vp = �pgp}, ÇÄÅ �p | ÌÀÂÙÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ �ÏÌÑ k, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ (M)-ÂÁÚÉÓÏÍ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L.éÚ �. 4) ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ (M)-ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÂÁÚÉÓÏÍ É ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L ÒÁ×ÎÁ ÞÉÓÌÕÔÏÞÅË × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å J .ëÁË Ó �ÏÍÏÝØÀ M-ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÉÌÉ ÎÅ ÓÏ-×�ÁÄÁÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ Ä×Á ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔÁ L ⊂ M �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Á K? �ÅÏÒÅÍÁ 5 �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔ×ÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 6. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÏÊËÕ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× L ⊂ M ⊂ K. óÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ M 6= L ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒv ∈ M \ {0}, ÎÏÓÉÔÅÌØ S(v) ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ J .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉM 6= L, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅËÔÏÒ x ∈ M , �ÒÅÄÓÔÁ×É-ÍÙÊ × ×ÉÄÅ x = x1+x2, ÇÄÅ x1 ∈ L, x2 ∈ L⊥ É x2 6= 0. �ÁË ËÁË x1 ∈ L ⊂ M ,ÔÏ ×ÅËÔÏÒ v = x2 = x− x1 ÌÅÖÉÔ × M . åÇÏ ÎÏÓÉÔÅÌØ S(v) ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑÓ J . �2.3. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÏ ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× G ⊂ K. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ä×Å ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ÚÁÄÁÞÉ. ëÁË ÎÁÊÔÉ ÏÂÒÁÚ J �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ M-ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á L \ {0}, ÇÄÅ L ⊂ K | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÚG? ëÁË ÎÁÊÔÉ M-ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ × L?ï�ÉÛÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÜÔÉ ÚÁÄÁÞÉ. üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ | �ÒÏÓÔÅÊ-ÛÉÊ ÁÎÁÌÏÇ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ, ÎÕÖÎÏÇÏ ÎÁÍ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒ×ÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ J ×ÏÚØÍÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
JG = NM(G). ÷ÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : JG → G ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑg = F(p) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï NM(g) = p. (òÁ×ÅÎÓÔ×Ï NM(g) = p, ×ÏÏÂ-ÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ×ÅËÔÏÒ g, É × ×ÙÂÏÒÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ FÅÓÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌ.)



150 â. ñ. ëáúáòîï÷óëéê, á. ç. èï÷áîóëéê÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÅÒ×ÏÇÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë (M)-ÂÁÚÉÓÕ × L ×ÏÚØÍÅÍ ÎÁÂÏÒ ×ÅË-ÔÏÒÏ× V ⊂ G, ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÊ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F .ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ NM(V ) = NM(G) É ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ M-ÂÁÚÉÓÏÍçÒ�ÅÂÎÅÒÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á L(JG;F) ⊂ L, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÚ V .åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ G ⊂ L(JG;F), ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J ÓÏ×�ÁÄÁÅÔÓÏ Ó×ÏÉÍ �ÅÒ×ÙÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ JG, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó L(JG;F),ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (M)-ÂÁÚÉÓÏÍ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ × L. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÂÅ ÚÁ-ÄÁÞÉ ÒÅÛÅÎÙ.åÓÌÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ G ⊂ L(JG;F) ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×ÅËÔÏ-ÒÙ gj ∈ G, ÎÅ ÌÅÖÁÝÉÅ × L(JG;F). ðÏÌÏÖÉÍ J⊥G = M \ JG É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(J ⊥G ), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ eq, q ∈ J ⊥G . ðÏÔÅÏÒÅÍÅ 5 ËÁÖÄÙÊ ×ÅËÔÏÒ gj ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÓÕÍÍÕ gj = g1j + g2j , ÇÄÅg1j ∈ L(JG;F) É g2j ∈ L(J ⊥G ; ). ÷ÅËÔÏÒÙ g2j ÌÅÖÁÔ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L, ÔÁËËÁË gj É g1j ÌÅÖÁÔ × L. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ G1 ⊂ L ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á VÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× g2j . íÎÏÖÅÓÔ×Ï G1 �ÏÒÏÖÄÁÅÔ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ G1 �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ �ÒÉÍÅÎÑ-ÌÉ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ G. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï JG1 = NM(G1),ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F1 : JG1 → G1, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÅËÔÏÒÏ× V1 = F(G1) É �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï L(JG1 ;F1), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ ÉÚ V1. ÷ÔÏÒÙÍ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ ËÍÎÏÖÅÓÔ×Õ J ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï JG1 . ïÎÏ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á JG,ÔÁË ËÁË ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ× g2j �ÅÌÉËÏÍ ÌÅÖÁÔ × ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÉ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á JG. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(JG1 ;F1) ⊂ L ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁL(JG;F). åÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ G1 ⊂ L(JG1 ;F1), ÔÏ ÏÂÅ ÚÁÄÁÞÉÒÅÛÅÎÙ.åÓÌÉ ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ Ï�ÑÔØ �ÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ G1ÎÁÛÕ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ É Ô.Ä. üÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÏÄÏÌÖÁÔØÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ,ÔÁË ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Á JGi ⊂ J ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ i, a ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï JËÏÎÅÞÎÏ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× ÏÂÅ ÚÁÄÁÞÉ ÂÕÄÕÔ ÒÅÛÅÎÙ.2.4. ðÏÒÑÄÏË çÒ�ÅÂÎÅÒÁ, �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(JG; F ) É ÕËÏÒÏÞÅÎÉÑ �Ï-ÌÉÎÏÍÏ×. úÄÅÓØ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �ÏÒÑÄÏË çÒ�ÅÂÎÅÒÁ. ó ÅÇÏ �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÒÏ-ÉÔÓÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(JG; F ). òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÕËÏÒÏÞÅÎÉÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÉÚÜÔÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á �Ï �ÏÒÑÄËÕ f ÄÌÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÏÒÑÄÏË ≺ ÎÁ ÒÅÛÅÔËÅ Zn ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó ÇÒÕ��Ï×ÏÊÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ a; b; 
 ∈ Zn ÉÚ a ≺ b ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a+
 ≺ b+
. ïÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ Zn
>0 �ÏÒÑÄËÁ ÎÁ Zn, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÏÇÏ Ó ÇÒÕ��Ï×ÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ,ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÎÁ Zn

>0, ÅÓÌÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ�ÏÌÕÇÒÕ��Á Zn
>0 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×�ÏÌÎÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 0.



�òïðéþåóëáñ îå�åòï÷ïó�ø é âáúéóù çò�åâîåòá 151ëÁÖÄÏÍÕ ÍÏÎÏÍÕ zm = zm11 · : : : · zmnn , ÇÄÅ z = z1; : : : ; zn, m =(m1; : : : ;mn) ∈ Zn
>0, ÍÏÖÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÉÔØ ÅÇÏ ÓÔÅ�ÅÎØ m. üÔÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅ-ÎÉÅ | ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù ÍÏÎÏÍÏ× ÎÅÏÔÒÉ�Á-ÔÅÌØÎÙÈ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ Ó �ÏÌÕÇÒÕ��ÏÊ Zn

>0. ïÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ ÍÏÎÏÍÏ×ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Zn
>0. ÷ ÌÉÎÅÊÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å R = k[z1; : : : ; zn℄ÍÏÎÏÍÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÂÁÚÉÓ. æÉËÓÁ�ÉÑ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ��Å Zn

>0�ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× × ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ×�ÏÌÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �. 2.1{2.3.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ M-ÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ�ÏÌÉÎÏÍÏ× R\{0} × Zn
>0, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ �ÏÒÑÄËÕ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ�-�Å Zn, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Gr : R \ {0} →

Zn
>0.æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ �ÏÒÑÄÏË çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÎÁ �ÏÌÕÇÒÕ��Å Zn

>0. ó ËÏÎÅÞ-ÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ G ⊂ k[z1; : : : ; zn℄\{0} Ó×ÑÖÅÍ ÌÉÎÅÊÎÏÅ �ÏÄ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏL(JG; F ) (ÚÁ×ÉÓÑÝÅÅ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ). ðÕÓÔØJG | ÉÄÅÁÌ × �ÏÌÕÇÒÕ��Å Zn
>0, ÒÁ×ÎÙÊ ⋃m∈AOm, ÇÄÅ A = Gr(G);J⊥G | ËÏÉÄÅÁÌ × �ÏÌÕÇÒÕ��Å Zn

>0, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ J⊥G =
Zn

>0 \ JG;L(J⊥G ) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ×, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ ÍÏÎÏÍÁÍÉ zj , j ∈ J⊥G ;F : JG → G| ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ g = F (p), ÔÏ p ∈ Om,ÇÄÅ m = Gr(g).ðÏ �ÏÒÑÄËÕ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ G É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ F �ÏÓÔÒÏÉÍ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(JG; F ) ⊂ R, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÅ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ gp = zp−mg,ÇÄÅ p ∈ JG, g = F (p) ∈ G É m = Gr(g).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ f : Rn → R | ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å
Rn, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍ Zn. ó ËÁÖÄÙÍ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ P = ∑ amzm Ó×ÑÚÁ-ÎÏ ÅÇÏ ÕËÏÒÏÞÅÎÉÅ P (f) �Ï �ÏÒÑÄËÕ f : �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ P (f) = ∑m∈B amzm,ÇÄÅ B | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÎÏÓÉÔÅÌÅ S(P ) �ÏÌÉÎÏÍÁ P , ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÏÓÔÉ-ÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÆÕÎË�ÉÑ f . íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ S(P )ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ degf (P ).ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ1) (PQ)(f) = P (f)Q(f);2) ÅÓÌÉ degf P = degf Q É P (f) +Q(f) 6= 0, ÔÏ (P +Q)(f) = P (f) +Q(f).óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÒÑÄËÁçÒ�ÅÂÎÅÒÁ ≺, ÅÓÌÉ ÉÚ x ≺ y ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f(x) 6 f(y).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 7. ðÕÓÔØ L(JG; F ) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ �ÏG;F É �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ �ÏÒÑÄËÕ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ, É f | ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. �ÏÇÄÁ ÕËÏÒÏÞÅÎÉÅ P (f) ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ



152 â. ñ. ëáúáòîï÷óëéê, á. ç. èï÷áîóëéêP ∈ L(JG; F ) ÌÅÖÉÔ × ÉÄÅÁÌÅ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÕËÏÒÏÞÅÎÉÑÍÉ g(f)i �ÏÌÉÎÏ-ÍÏ× gi ∈ G.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÁÖÄÙÊ �ÏÌÉÎÏÍ P ∈ L(JG; F ) �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÍ × ×ÉÄÅ P = ∑�igizai−mi , ÇÄÅ gi = F (ai) É mi = Gr(gi). ïÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ ~S(P ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË ai, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ �i 6= 0, É ÞÅÒÅÚ ~B(P ) �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï × ~S(P ), ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ f ÒÁ×ÎÁ degf P . �ÏÇÄÁ �ÒÉ ai ∈ ~B(P )ÉÍÅÅÍ degf gizai−mi = degf P . ðÒÉ ÜÔÏÍ �ÏÌÉÎÏÍQ = ∑ai∈ ~B �ig(f)i zai−miÎÅ ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ: ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ a = Gr(P ) ÍÏÎÏÍ za ×ÈÏÄÉÔ × �Ï-ÌÉÎÏÍ Q Ó ÎÅÎÕÌÅ×ÙÍ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ P (f) = Q. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 7ÄÏËÁÚÁÎÏ. �

§3. âÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁúÄÅÓØ ÏÂÓÕÖÄÁÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÙ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ, ÔÅÏÒÅÍÁ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ É ÁÌÇÏÒÉÔÍâÕÈÂÅÒÇÅÒÁ.3.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(JG; F ) É ÉÄÅÁÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G.ðÕÓÔØ R = k[z1; : : : ; zn℄ É Gr : R\{0} → Zn
>0 | ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÄÌÑÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÎÁ Zn

>0. ïÞÅ×ÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 8. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ I⊂K ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï J(I)=Gr(I \{0})Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÄÅÁÌÏÍ × �ÏÌÕÇÒÕ��Å Zn
>0.ðÕÓÔØ G ⊂ I \ {0} | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, JG | ÉÄÅÁÌ × Zn

>0, �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Gr(g) �ÒÉ g ∈ G, É L(JG; F ) | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ F : JG → G. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(JG; F ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÉÄÅÁÌÅ I.÷Ï�ÒÏÓ. óÏ×�ÁÄÁÅÔ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(JG; F ) Ó ÉÄÅÁÌÏÍ I ÉÌÉ ÉÄÅÁÌ I ÓÔÒÏ-ÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(JG; F )?ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G (Ô.Å. ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑGr ÎÁ I \G É ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ É ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F ).�ÅÏÒÅÍÁ 9. òÁ×ÅÎÓÔ×Ï I = L(JG; F ) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉÎÏÓÉÔÅÌØ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ P ∈ I �ÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÉÄÅÁÌÏÍ JG × �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Å Zn
>0.�ÅÏÒÅÍÁ 9 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 6.



�òïðéþåóëáñ îå�åòï÷ïó�ø é âáúéóù çò�åâîåòá 153ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 6. âÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �Ï-ÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ | ÜÔÏ ÔÁËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÏÌÉÎÏ-ÍÏ× ÉÄÅÁÌÁ I, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÂÒÁÚÁ A = Gr(G) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉçÒ�ÅÂÎÅÒÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ⋃m∈AOm = Gr(I \ {0}).óÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 9 ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÂÁÚÉÓÏÍ × ÏÂÙÞ-ÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10. ðÕÓÔØ f | ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏ-ÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ É G = {gi} | ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. �ÏÇÄÁ ÕËÏÒÏÞÅÎÉÅ P (f) ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ P ∈ IÌÅÖÉÔ × ÉÄÅÁÌÅ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÍ ÕËÏÒÏÞÅÎÉÑÍÉ g(f)i �ÏÌÉÎÏÍÏ× gi ∈ G.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 10 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 9 É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 7.3.2. �ÅÏÒÅÍÁ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ. óÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G�ÏÌÉÎÏÍÏ× ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÉÍÉ ÉÄÅÁÌÁ I? �ÅÏÒÅÍÁ âÕÈÂÅÒ-ÇÅÒÁ ÏÔ×ÅÞÁÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ×Ï�ÒÏÓ. ïÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁâÕÈÂÅÒÇÅÒÁ (ÓÍ. �. 3.3) É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÇÏ �ÅÒ×ÙÊ ÛÁÇ (ÛÁÇ 1(G;F )).äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ gi ∈ G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ mi ÅÇÏ ÏÂÒÁÚ �ÒÉ ÏÔÏ-ÂÒÁÖÅÎÉÉ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ. îÉÖÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ �ÒÉ ÓÔÁÒÛÅÍÍÏÎÏÍÅ zmi �ÏÌÉÎÏÍÁ gi ÒÁ×ÅÎ ÅÄÉÎÉ�Å | ÜÔÏÇÏ ×ÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ,ÕÍÎÏÖÁÑ �ÏÌÉÎÏÍ gi ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.ûÁÇ 1(G;F ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÄÅÁÌ JG × �ÏÌÕÇÒÕ��Å Zn
>0, ÒÁ×ÎÙÊ ⋃Omi , ÇÄÅmi = Gr(gi) É gi ∈ G. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ �ÏÌÉÎÏÍÏ× gi; gj ∈ G ÏÂÏÚÎÁÞÉÍÞÅÒÅÚ mi;j ×ÅÒÛÉÎÕ ÏËÔÁÎÔÁ Omi ∩ Omj (ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ mi;j −mi ∈ Zn

>0;mi;j − mj ∈ Zn
>0) É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÌÉÎÏÍ gi;j = zmi;j−migi − zmi;j−mjgj .æÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : JG → G, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ Om, ÇÄÅm = Gr(F (a)), É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó×ÑÚÁÎÎÏÅ Ó ÎÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(JG; F ).�ÅÏÒÅÍÁ 11 (âÕÈÂÅÒÇÅÒ). éÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓçÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ gi;j ÌÅÖÁÔ ×L(JG; F ).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÄÅÁÌ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ gi, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÓÅ-×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ×ÉÄÁ zbgi. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ-×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×ÓÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ gi;j ÌÅÖÁÔ × L(JG; F ), ÔÏ L(JG; F ) ÓÏÄÅÒÖÉÔ×ÓÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ×ÉÄÁ zbgi. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍÙ zbgi =∈ L(JG; F ).÷ÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ �ÏÌÉÎÏÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÏÞËÁ a = Gr(zbgi) = b+mi |ÓÁÍÁÑ ÍÁÌÅÎØËÁÑ × ÓÍÙÓÌÅ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï L(JG; F ) ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÉÎÏÍ za−mj gj , ÇÄÅ gj = F (a). éÍÅÅÍ za−migi − za−mj gj =za−mi;jgi;j . �ÁË ËÁË gi;j ∈ L(JG; F ), ÔÏ gi;j = ∑�(p)zp−mlgl, ÇÄÅ l = F (p).



154 â. ñ. ëáúáòîï÷óëéê, á. ç. èï÷áîóëéêïÔËÕÄÁzbgi = za−mj gj − ∑�(p)z
(p)gl; ÇÄÅ 
(p) = a−mi;j + p−ml:ðÏÒÑÄÏË ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÉ p × ÎÏÓÉÔÅÌÅ �ÏÌÉÎÏÍÁ gi;j ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ �ÏÒÑÄËÁÔÏÞËÉ mi;j, �ÏÜÔÏÍÕ 
(p)−ml < a. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÏÌÉÎÏÍÙ z
(p)gl ÌÅÖÁÔ× �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å L(JG; F ). ðÏÜÔÏÍÕ zbgi ∈ L(JG; F ). �ÅÏÒÅÍÁ 11 ÄÏËÁÚÁÎÁ.
�3.3. áÌÇÏÒÉÔÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.úÁÄÁÞÁ. ðÏ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÏÌÉÎÏÍÏ× G, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÍÕ ÉÄÅÁÌ I,�ÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ×, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁÜÔÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ.�ÅÏÒÅÍÁ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÌÉ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I. åÓÌÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÒÅÛÅÎÁ.åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ �Å�ÏÞËÕ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× G = G0 ⊂ G1 ⊂ : : : ÉÄÅÁ-ÌÁ I, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:1) ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÏÍÅÒ i ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ Gi+1 = Gi;2) ÅÓÌÉ Gi+1 = Gi, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Gi ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I.�ÅÍ ÓÁÍÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ ÒÅÛÁÅÔ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ ×ÙÛÅ ÚÁÄÁÞÕ.÷ ÁÌÇÏÒÉÔÍe âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ ÄÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á�ÏÌÉÎÏÍÏ× Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ Ä×ÕÈÛÁÇÏ×ÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ. ï�ÉÛÅÍee (�ÒÉÍÅÎÑÑ ee, ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, Ë ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ �ÏÌÉÎÏ-ÍÏ× G).ûÁÇ 1(G;F ). üÔÏÔ ÛÁÇ Ï�ÉÓÁÎ × �. 3.2.ûÁÇ 2(G;F ). ÷ÍÅÓÔÅ Ó �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ L(JG; F ) ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÓÔÒÁÎ-ÓÔ×Ï L(J⊥G ) É ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ K = L(JG; F ) ⊕ L(J⊥G ). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ �Ï-ÌÉÎÏÍÏ× gi; gj ∈ G ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÏÌÉÎÏÍ gi;j É ÎÁÊÄÅÍ ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅgi;j = g1i;j + g2i;j , ÇÄÅ g1i;j ∈ L(JG; F ) É g2i;j ∈ L(J⊥G ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏH, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× g2i;j . ðÏÌÏÖÉÍ G1 = G ∪H.óÄÅÌÁÅÍ ÛÁÇÉ 1(G;F ) É 2(G;F ). åÓÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÅ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏG1 ÒÁ×ÎÏ G, ÔÏ G ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏËÏÎÞÅÎ. åÓÌÉÖÅ G 6= G1, ÔÏ �ÅÒÅÈÏÄÉÍ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G Ë ÂÏÌØÛÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ G1.ä×ÕÈÛÁÇÏ×ÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ Ï�ÉÓÁÎÁ.åÓÌÉ G 6= G1, ÔÏ ÉÄÅÁÌ J1, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Gr(G1) × �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Å Zn

>0, ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÉÄÅÁÌÁ J , ÔÁË ËÁË ÎÏÓÉÔÅÌÉ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÏÌÉÎÏ-ÍÏ× g2i;j ÎÅ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ Ó J . ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë G1 ÔÕ ÖÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, ÞÔÏ É Ë G,Ô.Å. ÓÄÅÌÁÅÍ ÛÁÇÉ 1(G1;F1) É 2(G1;F1) É ÏÂÒÁÚÕÅÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏG2. åÓÌÉ G2 = G1, ÔÏ G2 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏËÏÎÞÅÎ.



�òïðéþåóëáñ îå�åòï÷ïó�ø é âáúéóù çò�åâîåòá 155åÓÌÉ G1 6= G2, ÔÏ ÉÄÅÁÌ J2, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Gr(G2) × �ÏÌÕ-ÇÒÕ��Å Zn
>0, ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÉÄÅÁÌÁ J1. ðÒÉÍÅÎÉÍ Ë G2 ÔÕ ÖÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ,ÞÔÏ É Ë G. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ. �ÁË ËÁË ×ÓÑËÁÑ ×ÏÚÒÁÓÔÁÀÝÁÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÉÄÅÁÌÏ× × �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Zn

>0 ÏÂÒÙ×ÁÅÔÓÑ, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 12. áÌÇÏÒÉÔÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏÛÁÇÏ× É ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 3. åÓÌÉ Ä×Á ÒÁÚÎÙÈ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G, ÔÏ ÛÁÇÉ 1(G;F ) É 2(G;F )ÄÌÑ ÔÁËÉÈ �ÏÒÑÄËÏ× ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ. üÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÉÇÒÁÅÔ ËÌÀÞÅ×ÕÀÒÏÌØ × �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÍ (ÓÍ. �. 5), ËÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ Ï�ÅÎÉ×ÁÔØ ÓÔÅ�ÅÎÉ �Ï-ÌÉÎÏÍÏ×, ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ �ÒÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ.
§4. ðÏÒÑÄËÉ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÈ ÒÅÛÅÔËÉ Znó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ A ⊂ Zn Ó×ÑÖÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B ⊂ Zn,ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË b = ai − aj, ÇÄÅ ai; aj ∈ A É ai 6= aj , × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,0 =∈ B, É ÅÓÌÉ b ∈ B, ÔÏ −b ∈ B). îÁ ÒÅÛÅÔËÅ Zn ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÏÊ �ÏÒÑÄÏË

≻, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÊ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕ��Ù. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï B+ ⊂ B,ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÂÏÌØÛÉÈ ÎÕÌÑ (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ b ∈ B+, ÔÏ
−b =∈ B+).ìÅÍÍÁ 13. ÷Ù�ÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ �(B+) ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B+ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞ-ËÕ 0.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ 0 ∈ �(B+), ÔÏ 0 ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ×ÎÕÔÒÉ ÏÄ-ÎÏÇÏ ÉÚ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ {b0; : : : ; bk} ⊂ B+, Ô.Å.ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �i > 0 ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ∑�i = 1 É ∑�ibi = 0. îÏ ÔÏÞËÉ b0; : : : ; bkÉÍÅÀÔ �ÅÌÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ É ÁÆÆÉÎÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ (Ô.Å. ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÁÆ-ÆÉÎÎÏÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÜÔÉ ÔÏÞËÉ, ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ k − 1).óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ×ÓÅ ÞÉÓÌÁ �i ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙ É �ÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑ-ÝÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ. ïÄÎÁËÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï∑(N�i)bi = 0 ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË bi ≻ 0 É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ (N�i)bi ≻ 0É ∑(N�i)bi ≻ 0. ðÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÌÅÍÍÕ. �ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �
(B+) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ËÏÎÕÓ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ × ÔÏÞËÅ 0, ÓÏ-ÄÅÒÖÁÝÉÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË �(B+). ðÕÓÔØ J = {b1; : : : ; bn−1} | ÌÀÂÁÑ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B+, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ (n− 1) ÜÌÅÍÅÎÔ. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ fJ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÎÁRn, ÚÎÁÞÅÎÉÅ fJ(x) ËÏÔÏÒÏÊ × ÔÏÞËÅx ∈ Rn ÒÁ×ÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ (n×n)-ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ {b1; : : : ; bn−1; x}.ìÅÍÍÁ 14. åÓÌÉ ËÏÎÕÓ �
(B+) ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ n, ÔÏ ÏÎ ÚÁÄÁÅÔ-ÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× fJi > 0, × ËÏÔÏÒÏÊ Ji |�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B+ ÄÌÉÎÙ n− 1.



156 â. ñ. ëáúáòîï÷óëéê, á. ç. èï÷áîóëéêäÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÁÖÄÁÑ (n− 1)-ÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ �i ËÏÎÕÓa �
(B+) ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ (n− 1) ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÊ ×ÅËÔÏÒ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B+. õ�ÏÒÑÄÏÞÉÍÜÔÉ ×ÅËÔÏÒÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ji ÆÕÎË�ÉÑfJi ÂÙÌÁ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÁ ÎÁ ËÏÎÕÓe �
(B+). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ �i ÎÁ�ÉÛÅÍneÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï fJi > 0. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ÚÁÄÁÅÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÙÊ ËÏÎÕÓ �
(B+). �æÕÎË�ÉÑ f : Rn → R ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ (ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ) ÎÁ A ⊂ Zn ÏÔÎÏ-ÓÉÔÅÌØÎÏ �ÏÒÑÄËÁ ≻, ÅÓÌÉ ÉÚ a; b ∈ A É a ≻ b ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ f(a) > f(b)(ÞÔÏ f(a) > f(b)). óÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÎÁ A ÆÕÎË�ÉÑ ÚÁÄÁÅÔ ÎÁ A ÔÏÔÖÅ �ÏÒÑÄÏË, ÞÔÏ É ≻, Ô.Å. �ÒÉ a; b ∈ A ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á f(a) > f(b) É a ≻ bÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.ðÒÉÍÅÒ 1. æÕÎË�ÉÉ fJi ÉÚ ÌÅÍÍÙ 14 ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ ÎÁ B+ É, ÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A.ðÕÓÔØ Rn | �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x1; : : : ; xn É ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊÅ×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 15. åÓÌÉ ÄÉÁÍÅÔÒ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �, ÔÏ ËÏÎÕÓ�
(B+) ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× ai1x1 + · · ·+ ainxn > 0;× ËÏÔÏÒÙÈ aij ∈ Z É |aji | 6 �n−1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ Ji = {bi1; : : : ; bin−1}, ÔÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔ aij ÆÕÎË�ÉÉfJi ÒÁ×ÅÎ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÀ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÏ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ bi1; : : : ; bin−1; ej , ÇÄÅ ej |j-Ê ÂÁÚÉÓÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ × Rn. üÔÏÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÏÄÕÌØ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (n− 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÏÂßÅÍÁ Vn−1 �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ, ÎÁ-ÔÑÎÕÔÏÇÏ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÙ bi1; : : : ; bin−1. ðÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÄÌÉÎÙ ×ÅËÔÏÒÏ× ÉÚ B ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ �, �ÏÜÔÏÍÕ Vn−1 6 �n−1. ��ÅÏÒÅÍÁ 16. ðÕÓÔØ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ 0 É ×ÓÅ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ×ÅËÔÏÒÙ ei, a�ÏÒÑÄÏË ÎÁ A ÔÁËÏ×, ÞÔÏ ei ≻ 0 ÄÌÑ i = 1; : : : ; n. åÓÌÉ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÄÉÁÍÅÔÒÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ �, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÔÒÏÇÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÎÁA ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ Ó �ÅÌÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÍÉ �n−1.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ëÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ fJi ÉÚ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 15 |�ÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ �n−1. �ÁË ËÁË {ei} ∈ B+, ËÏÜÆ-ÆÉ�ÉÅÎÔÙ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ fJi ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ,ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÒÁÎÅÊ �j ËÏÎÕÓa �
(B+) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ×ÅËÔÏÒÁ: ×ÓÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ ÆÕÎË�ÉÉ fJj �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. óÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÎÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÉÖÅ × ÌÅÍÍÅ 18. �



�òïðéþåóëáñ îå�åòï÷ïó�ø é âáúéóù çò�åâîåòá 157ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×Á× ×ÅËÔÏÒÙ {ej}, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ e1 ≺ · · · ≺ en. äÌÑËÁÖÄÏÊ (n − 1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉ �i ËÏÎÕÓÁ �
(B+) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 17. åÓÌÉ ek ∈ �i É m < k, ÔÏ em ∈ �i.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. æÕÎË�ÉÑ fJi ÒÁ×ÎÁ ÎÕÌÀ ÎÁ �i, ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÎÁ A É �Ï-ÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ ÎÁ �
(B+) \ �i. ðÏÜÔÏÍÕ fJi(em) 6 fJi(ek) = 0. îÏ em ∈ B+,�ÏÜÔÏÍÕ fJi(em) > 0. ïÔËÕÄÁ fJi(em) = 0 É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, em ∈ �i. �ìÅÍÍÁ 18. ÷ ËÏÎÕÓe �
(B+) ÅÓÔØ (n−1)-ÍÅÒÎÁÑ ÇÒÁÎØ �j, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. íÎÏÖÅÓÔ×Ï G ×ÓÅÈ ÇÒÁÎÅÊ ËÏÎÕÓa �
(B+) (×ËÌÀÞÁÑÓÁÍ ËÏÎÕÓ É ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÕ 0) ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÏ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ. ï�ÒÅ-ÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ 	 : {ei} → G, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ×ÅËÔÏÒÕ emÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÇÒÁÎØ 	(em), ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ×ÅËÔÏÒ em. ëÁÖÄÁÑ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÁÑÇÒÁÎØ ËÏÎÕÓa �
(B+) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÅÇÏ (n − 1)-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ.ðÏ ÌÅÍÍÅ 17, ÅÓÌÉ em ≺ ek, ÔÏ 	(em) ⊂ 	(ek). ðÏÜÔÏÍÕ ÇÒÁÎØ 	(e1) ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔÓÑ × ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉ 	(ei). çÒÁÎØ 	(e1) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÏÊ. åÓÌÉ	(e1) = �
(B+), ÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ: × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÀÂÁÑ ÇÒÁÎØ ÎÅÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×. ÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å �j ÍÏÖÎÏ×ÚÑÔØ ÌÀÂÕÀ (n−1)-ÍÅÒÎÕÀ ÇÒÁÎØ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÇÒÁÎØ 	(e1). äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ em ∈ �j, ÔÏ 	(em) ⊂ �j É 	(e1) ⊂ 	(em) ⊂ �j. �

§5. ï�ÅÎËÉ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ �ÏÌÉÎÏÍÏ×óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ � : Rn → R | ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÅÓÌÉ � | ÌÉÎÅÊÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ, �(x1; : : : ; xn) = �1x1 + · · · + �nxn Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ �1; : : : ; �n, ÌÉÎÅÊÎÏ-ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÍÉ ÎÁÄ Q. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ x ÍÅÎØÛÅ,ÞÅÍ y × ÓÍÙÓÌÅ �-�ÏÒÑÄËÁ, ÅÓÌÉ �(x) < �(y). ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 19. åÓÌÉ � : Rn → R | ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÔÏ ÎÁ ÒÅ-ÛÅÔËÅ Zn �-�ÏÒÑÄÏË ÓÏ×ÍÅÓÔÉÍ ÓÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÏÊ ÇÒÕ��Ù. îÁ �ÏÌÕÇÒÕ��Å
Zn

>0 �-�ÏÒÑÄÏË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÒÑÄËÏÍ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÉÌÕ ÌÉÎÅÊÎÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ �, ÅÓÌÉ �(x) < �(y), ÔÏ�(x + z) < �(y + z). ÷ ÓÉÌÕ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �i ÎÁÄ Q ÄÌÑ×ÅËÔÏÒÏ× x; y ∈ Zn ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(x) = �(y) ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ x = y.îÁËÏÎÅ�, �-�ÏÒÑÄÏË ÚÁÄÁÅÔ �ÏÌÎÏÅ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÅ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Zn
>0 Ó ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ 0 × ÓÉÌÕ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �i (ÄÌÑÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ x ∈ Zn

>0 ÅÓÔØ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÏÞÅË y ∈ Zn
>0, ÄÌÑ ËÏÔÏ-ÒÙÈ x ≻ y). �



158 â. ñ. ëáúáòîï÷óëéê, á. ç. èï÷áîóëéêóÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 20 ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÉÖÅ × §7.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 20. äÌÑ ÎÅÎÕÌÅ×ÏÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØ-ÎÏÊ ÎÁ Zn
>0, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÒÑÄÏË çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÎÁ Zn

>0, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏ-ÒÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÉ×ÅÄÅÍ �ÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÕÀÄÏ�ÕÓÔÉÍÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ �. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÒÑÄÏË ÔÁË: ÅÓÌÉ f(x) > f(y), ÔÏ�Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ x ≻ y; ÅÓÌÉ f(x) = f(y), ÔÏ �Ï Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ x ≻ y, ÅÓÌÉ�(x) > �(y). �5.1. óÔÅ�ÅÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÏ× × ÁÌÇÏÒÉÔÍe âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ. ðÕÓÔØ G | ËÏ-ÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× × k[z1; : : : ; zn℄, ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ
6 N . úÁÄÁÄÉÍ ÌÀÂÏÊ �ÏÒÑÄÏË çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÎÁ Zn.�ÅÏÒÅÍÁ 21. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ1) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ É ÄÌÑ �-�ÏÒÑÄËÁ ÎÁ �ÏÌÉÎÏÍÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ;2) ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �i ÆÕÎË�ÉÉ � ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 1 6�i 6 Nn−1nn−12 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ A ⊂ Zn

>0 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË m = (m1; : : : ;mn),Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ mi > 0, |m| = m1 + · · · + mn 6 N . íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ 0, ×ÓÅ ÔÏÞËÉ e1; : : : ; en É ÎÏÓÉÔÅÌÉ ×ÓÅÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 N . íÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÉÍÅÅÔ ÄÉÁÍÅÔÒ � = Nn1=2. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 16ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ l(x) = a1x1+ · · ·+ anxn Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔaÍÉai ÔÁËÉÍÉ, ÞÔÏ 1 6 ai 6 Nn−1n(n−1)=2, ÚÁÄÁÀÝÁÑ ÔÏÔ ÖÅ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Å A, ÞÔÏ É ÄÁÎÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË çÒ�ÅÂÎÅÒÁ. äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÉÓËÏÍÏÊ ÉÆÕÎË�ÉÉ � ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ×ÏÚÍÕÔÉÔØ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÆÕÎË�ÉÉ l ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ×ÏÚÍÕÝÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÚÁÄÁ×ÁÌÁ ÔÏÔ ÖÅ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å A ÉÞÔÏÂÙ ee ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �i ÂÙÌÉ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙ ÎÁÄ Q É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÌÉ ÔÅÍÖÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ 1 6 �i 6 �n−1 = Nn−1n(n−1)=2. �ÅÏÒÅÍÁ 21 ÄÏËÁÚÁÎÁ. �ðÕÓÔØ G| ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅÎÕÌÅ×ÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÉÈÉÄÅÁÌ I. ðÕÓÔØ ÓÔÅ�ÅÎÉ ×ÓÅÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ× ÉÚ G ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N .�ÅÏÒÅÍÁ 22. ÷ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ �ÏÌÉÎÏÍÙ g2i;j, ×ÏÚ-ÎÉËÁÀÝÉÅ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ä×ÕÈÛÁÇÏ×ÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ âÕÈÂÅÒÇÅ-ÒÁ Ë �ÏÌÉÎÏÍÁÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G, ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ, ÎÅ ÂÏÌØÛÕÀ, ÞÅÍC(N;n) = 2Nnnn−12 .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÌÑ ÒÁÚÎÙÈ �ÏÒÑÄËÏ× çÒ�ÅÂÎÅÒÁ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÏÄÉÎÁËÏ-×ÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å G, Ä×Á ÛÁÇÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ âÕÈ-ÂÅÒÇÅÒÁ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ. ÷ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ �-�ÏÒÑÄËÏÍ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ,



�òïðéþåóëáñ îå�åòï÷ïó�ø é âáúéóù çò�åâîåòá 159ÇÄÅ � | ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 21. �ÁË ËÁË ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÉÎÏÍÏ× gi É gj ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ N , ÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÉÎÏÍÁ gi;j ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2N . ðÏÜÔÏÍÕ�(Gr(gi;j)) 6 Nn−1nn−12 2N (ÔÁË ËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ �i ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÞÉ-ÓÌÁ Nn−1nn−1=2), Ô.Å. �(Gr(gi;j)) 6 C(N;n). äÁÌÅÅ Gr(g2i;j) ≺ Gr(gi;j), ÏÔ-ËÕÄÁ �(Gr(g2i;j)) 6 C(N;n). �ÁË ËÁË ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ ÆÕÎË�ÉÉ � ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅÄÉÎÉ�Ù, ÔÏ ÓÔÅ�ÅÎØ �ÏÌÉÎÏÍÁ g2i;j ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ C(N;n). �5.2. óÔÅ�ÅÎÉ �ÏÌÉÎÏÍÏ× × ÂÁÚÉÓÅ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀ-ÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 23. ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ I × ËÏÌØ�Å k[z1; : : : ; zn℄ �ÏÒÏÖÄÅÎ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉÓÔÅ�ÅÎÉ 6 N . �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÁÚÉÓçÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ 6 F1(N).þÉÓÌÏ F1(N) ÍÏÖÎÏ Ñ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ �Ï ÓÔÅ�ÅÎÉ N É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. áÌÇÏÒÉÔÍ âÕÈÂÅÒÇÅÒÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Õ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ G × ÉÄÅÁÌÅ I É �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ �ÏÒÑÄËÕ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ �Ï-ÓÔÒÏÉÔØ �Å�ÏÞËÕ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× G ⊂ G2 ⊂ · · · ⊂ Gk ⊂ : : : , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ�Å�ÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏ× J ⊂ J1 ⊂ J2 ⊂ · · · ⊂ Jk ⊂ : : : × Zn
>0, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÏÂÒÁÚÁ-ÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× Gi �ÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ, ÓÔÒÏÇÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ F1 ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ:F1(1) = N �ÒÉ i > 1; F1(i) = C(F1(i); n), ÇÄÅ C | ÆÕÎË�ÉÑ, ÆÉÇÕÒÉÒÕÀ-ÝÁÑ × ÔÅÏÒÅÍÅ 22. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 22 ÉÄÅÁÌ Jk �ÏÒÏÖÄÅÎ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉÎÅ ×ÙÛÅ, ÞÅÍ F1(k). �Å�ÅÒØ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ úÁÊÄÅÎÂÅÒÇÁ ÄÌÑ �ÏÌÕÇÒÕ��Ù Zn

>0�Å�ÏÞËÁ ÉÄÅÁÌÏ× ÏÂÏÒ×ÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÉÄÅÁÌÅ JM . íÎÏÖÅÓÔ×Ï GM ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅ, ÞÅÍ ÞÉÓÌÏ F1(N). éÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á GMÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ J . �

§6. õÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÁÔÅÒÉÁÌ ÜÔÏÇÏ �ÁÒÁÇÒÁÆÁ ÎÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ. íÙ �ÒÉ×Ï-ÄÉÍ ÅÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÒÏÄÅÍÏÎÓÔÒÉÒÏ×ÁÔØ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ.óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× G ÉÚ ÉÄÅÁÌÁ I ÓÏÄÅÒÖÉÔÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÚ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á G ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÂÁÚÉÓÏÍ çÒ�ÅÂÎÅÒÁÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ. äÁ×ÎÏ É ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ. [14, 15, 16℄),ÞÔÏ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÄÅÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ. ðÒÏ-ÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × [17℄. îÉÖÅ ÍÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÍÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÂÁÚÉÓa, ÎÏ É �ÒÉ×ÏÄÉÍ ÅÇÏ ÄÏ×ÏÌØÎÏ Ñ×ÎÕÀ ËÏÎ-ÓÔÒÕË�ÉÀ.



160 â. ñ. ëáúáòîï÷óëéê, á. ç. èï÷áîóëéê�ÅÏÒÅÍÁ 24. ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ I × ËÏÌØ�Å k[z1; : : : ; zn℄ �ÏÒÏÖÄÅÎ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉÓÔÅ�ÅÎÉ 6 N . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁ-ÌÁ I, × ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÉÍÅÀÔ ÓÔÅ�ÅÎØ ÎÅ ×ÙÛÅ, ÞÅÍ F1(N).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï T (N) �ÏÌÕÇÒÕ�-�Ù Zn
>0, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ: m ∈ T (N), ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ |m| 6F1(N). ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ÉÄÅÁÌÁ I ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ �, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏÌÅÖÁÔ × T (N), ×ÙÂÅÒÅÍ × ÉÄÅÁÌÅ I ÏÄÉÎ �ÏÌÉÎÏÍ P , ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË îØÀ-ÔÏÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁ×ÅÎ �. åÓÌÉ × ÉÄÅÁÌÅ I ÔÁËÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÎÅÔ, ÔÏ ÎÅ ÂÕÄÅÍ�ÒÉÎÉÍÁÔØ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË �. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ G ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï×ÓÅÈ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×. ðÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ É ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁQ ∈ IÓÔÅ�ÅÎÉ 6 F1(N) ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÌÉÎÏÍ P ∈ G, ÉÍÅÀÝÉÊ ÔÏÔ ÖÅ ÏÂÒÁÚ �ÒÉÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ, ÞÔÏ É �ÏÌÉÎÏÍ Q. äÌÑ ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÏÓÔÁÌÏÓØ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 23. ��ÅÏÒÅÍÁ 24 ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ. äÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏÊ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ 25 ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.ó ÔÏÞËÏÊ m = (m1; : : : ;mn) ∈ Zn

>0 Ó×ÑÖÅÍ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ ∏(m), Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÙÊ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉx = (x1; : : : ; xn) ∈ ∏(m) ⇔ 0 6 x1 6 m1; : : : ; 0 6 xn 6 mn:óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Zn
>0-×Ù�ÕËÌÙÍ, ÅÓ-ÌÉ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ ÌÅÖÁÔ × Zn

>0 É ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ó ËÁÖÄÏÊ×ÅÒÛÉÎÏÊ m ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄ ∏(m). ó �ÏÌÉÎÏÍÏÍ P Ó×ÑÖÅÍ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÙÊ Zn
>0-×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË �>0(P ), ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÎÏÓÉÔÅÌØ�ÏÌÉÎÏÍÁ P . ðÏÓÔÒÏÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ~G ÉÄÅÁÌÁ I ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ Zn

>0-×Ù�ÕËÌÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ �, ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏ-ÔÏÒÏÇÏ ÌÅÖÁÔ × T (N), ×ÙÂÅÒÅÍ × ÉÄÅÁÌÅ I ÏÄÉÎ �ÏÌÉÎÏÍ P , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ�>0(P ) = �. åÓÌÉ × ÉÄÅÁÌÅ I ÔÁËÏÇÏ �ÏÌÉÎÏÍÁ ÎÅÔ, ÔÏ ÎÅ ÂÕÄÅÍ �ÒÉÎÉ-ÍÁÔØ ×Ï ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÜÔÏÔ Zn
>0-×Ù�ÕËÌÙÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ~G ËÁËÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ×ÙÂÒÁÎÎÙÈ �ÏÌÉÎÏÍÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 25. ï�ÉÓÁÎÎÏÅ ×ÙÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÏÌÉÎÏÍÏ× ~G ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÕÎÉ-×ÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ ÉÄÅÁÌÁ I.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÞÔÉ ÄÏÓÌÏ×ÎÏ �Ï×ÔÏÒÉÔØ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ,ÄÏËÁÚÙ×ÁÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 24. äÅÌÏ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ �ÏÌÉÎÏÍÏ× P É Q×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �>0(P ) = �>0(Q), ÔÏ ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁÜÌÅÍÅÎÔÙ Gr(P ) É Gr(Q) ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �
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§7. ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁäÌÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ � ⊂ Rn Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÏÌÉÎÏÍÏ× ìÏÒÁÎÁ M(�): �ÏÌÉÎÏÍ ìÏÒÁÎÁ P �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÕM(�), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË îØÀÔÏÎÁ �(P ) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÁ � ÓÄ×ÉÇÏÍ ÎÁ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ �(P ) = �+m. ðÕÓÔØ I | ÉÄÅÁÌ× ËÏÌØ�Å �ÏÌÉÎÏÍÏ× ìÏÒÁÎÁ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É U ⊂ Rn | ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 7. ëÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ⊂ I �ÏÌÉÎÏÍÏ× ìÏÒÁÎÁ ÎÁÚÏ×ÅÍU -�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ ÉÄÅÁÌÁ I, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÁ � ⊂ U ÌÉÂÏ M(�)⋂ I = ∅, ÌÉÂÏ M(�)⋂G 6= ∅.äÌÑ ×ÓÑËÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ U ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ U -�ÒÉÂÌÉ-ÖÅÎÉÅ G ÉÄÅÁÌÁ I. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙÈ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× × ÏÂÌÁÓÔÉ U . äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ � ×ËÌÀÞÉÔØ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ÏÄÉÎ ÉÚ �ÏÌÉ-ÎÏÍÏ× ìÏÒÁÎÁ P ∈ I Ó ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËoÍ �(P ) = �, ÅÓÌÉ ÔÁËÉÅ �ÏÌÉÎÏÍÙìÏÒÁÎÁ �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ × ÉÄÅÁÌÅ.ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ ÉÄÅÁÌ I �ÏÒÏÖÄÅÎ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ ìÏÒÁÎÁ, ÍÎÏ-ÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ îØÀÔÏÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÁÔ × ËÕÂÅ −N 6 mi 6 N , �ÒÉ i =1; : : : ; n. ðÕÓÔØ G | U -�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÉÄÅÁÌÁ I, ÇÄÅ U | ÏÂÌÁÓÔØ, Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÎÁÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ |m1|+ · · ·+ |mn| 6 F1(2Nn). �ÏÇÄÁ �ÏÌÉÎÏÍÙ ÉÚ GÚÁÄÁÀÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÔÒÏ�ÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ I.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f(m1; : : : ;mn) = �1m1 + · · · + �nmn. óÄÅÌÁÅÍÁ×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍ ÔÏÒÁ (C∗)n, �ÅÒÅ×ÏÄÑÝÉÊ ÔÏÞËÕ z1; : : : ; zn × ÔÏÞËÕ y1; : : : ; yn,ÇÄÅ yi = zi �ÒÉ �i > 0 É yi = z−1i �ÒÉ �i < 0. ðÒÉ ÔÁËÏÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÉ ËÕÂ É ÏÂÌÁÓÔØ U × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÔÅ�ÅÎÅÊ ÍÏÎÏÍÏ× �ÅÒÅÊÄÕÔ × ÓÅÂÑ,a ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f �ÅÒÅÊÄÅÔ × ÆÕÎË�ÉÀ f∗ Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏ-ÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 20 ÔÁËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ f∗ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ çÒ�ÅÂÎÅÒÁ × ËÏÌØ�Å�ÏÌÉÎÏÍÏ× ÏÔ y1; : : : ; yn. ðÏÌÉÎÏÍÙ ìÏÒÁÎÁ �ÏÓÌÅ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ �ÏÄÈÏÄÑ-ÝÉÅ ÍÏÎÏÍÙ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ �ÏÌÉÎÏÍÁÍÉ. ðÏÌÉÎÏÍÙ ìÏÒÁÎÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÉÄÅÁÌÁ I ÍÏÖÎÏ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØ × �ÏÌÉÎÏÍÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ 6 2Nn. äÌÑÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÏÓÔÁÌÏÓØ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 23 É ÓÌÅÄ-ÓÔ×ÉÅÍ 10. �ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ De Con
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