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R6sum~. En utilisant le transport de McCann [6] on obtient une version sph6rique de l'in6galit6 de 
Prfkopa-Leindler. © 1999 Acad6mie des sciences/l~ditions scientifiques et m6dicales 
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Abstract .  

Pr$kopa-Leindler inequality on the sphere 

We derive from McCann's transport [6] a spherical version of the Prgkopa-Leindler 
inequality. © 1999 Acad6mie des sciences/l~ditions scientifiques et m6dicales Elsevier 
SAS 

L'in6galit6 de Pr6kopa-Leindler  ([8], [4]) dans R" s '6nonce de la mani~re suivante : soient 
f ,  g, h : R n ~ R+ trois fonctions positives int6grables e t a  C [0, 1] tel que, pour tous x, y E R n, 
on ait h ( ( 1 -  a)x + ay) > fl-~(x)ge(y), alors 

fR h(x) dx > (fRnf(x) dx) l-e(fR g(x)dx)e. 

Cette in6galit6 a de nombreuses  applications en convexit6 et en probabilit6. Appliqu6e ~ des fonctions 
indicatrices d 'ensembles ,  elle donne l 'in6galit6 de Brunn-Minkowski .  Elle permet  aussi d 'obteni r  
certaines in6galit6s de concentration, de Poincar6 et de log-Sobolev (voir par exemple  [5] et [1 ]). Pour 
d6montrer s implement  cette in6galit6, on utilise le transport de Brenier -McCann dans R '~ (voir [7]). 
R6cemment  McCann [6] a 6tendu les r6sultats du transport optimal de mesures au cas des vari6tds. 
Nous allons voir que cela permet  de trouver une version sph6rique de l 'in6galit6 de Pr6kopa-Leindler .  

La sphere unit6 Sn de l ' espace  euclidien ( R n + l , ( - ,  " / , 1 "  I) sera munie de sa structure 
r iemannienne induite. La distance g6od6sique sera not6e d. On rappelle que si x, y C S n, 
d ( x , y )  = a r c c o s ( ( x , y ) )  • [0, T r] est l 'angle  entre x et y. On notera cr la mesure r iemannienne 
sur S n (qui est aussi la mesure de surface usuelle sur 5n). Pour a • [0, 1] et x, y • 5 n non antipodaux 
(y ~ - x )  on notera me(x, y) le barycentre de x et de y avec poids respectifs (1 - a )  e t a .  En 
d 'autres  termes, me(x, y) est l 'unique point z de la sph6re qui v6rifie : 

d ( x , z ) = a d ( x , y )  et d ( z , y ) = ( 1 - a ) d ( x , y ) .  (1) 

Note pr~sent~e par Gilles PISlER. 
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S i x  et y sont antipodaux, on 6crira v = ms(x ,  y) pour dire que v e s t  l 'un des z qui v6rifie (1). Notons 
sin 0 

S : [0, r]  ~ R la fonction S(O) = - ~ - .  La fonction S est log-concave positive avec S(0) = 1 et 

S(Tr) = 0. Pour c~ E [0, 1] et t~ E [0, Tr], on d6finit 

s(o) 
r (o) = - 

Comme S est log-concave on a : L~ _< 1. L'in6galit6 de Pr6kopa-Leindler sur la sphere s '6nonce 

de la mani~re suivante : 

Trt~or~Mz 1. - Soient c~ C [0, 1] et f,  9, h : Sn ___. R+ trois fonctions int~grables. Supposons que 
pour tous x, y E S n e t  z = m ~ ( x , y ) ,  

h(z) >_ ( L , ( d ( x ,  y ) ) )n -~  f (x)~_ ~ 9(y)% (2) 

Alors on a : 

fsn h(u)de(u)  >_ (fs,~ f ( u ) d e ( u ) )  1-~ ( f s ~ g ( u ) d e ( u ) )  ~" 

Remarquons que s i x  et y sont antipodaux, L~(d(x ,  y)) = 0. Par cons6quent, la condition (2) ne 
doit ~tre v6rifi6e que pour des points non antipodaux. D'autre part, comme L ,  _< 1, la condition (2) 
est plus faible que la condition de Pr6kopa-Leindler dans R n. 

Dans la suite, chaque fois que nous aurons du calcul diff6rentiel h faire sur une fonction d6finie 
sur la sphSre, nous considErerons le prolongement 0-homogSne h R n+l \ {0} de cette fonction et 
nous calculerons les d6riv6es dans R n+l.  t~videmment, le gradient sph6rique coincide sur la sphere 
avec le gradient du prolongement 0-homogbne. 

Rappelons le r6sultat de McCann [6]. Si # et u sont deux mesures sur S n de m~me masse 
totale avec # << o, alors il existe une fonction qo : Sn ~ R c-concave telle que l 'application 

1 d2(x, y), on dit que ~v est c-concave t(x) = e x p x ( - V ~ ( x ) )  transporte tt sur u. Si on note c(x, y) = 
si ~c~ = ~, o5 ~ ( x )  = inf (c(x, y) - ~(y)). Signalons que l 'application t pr6c6dente r6alise le 

y E S  n 

transport optimal (pour le coilt quadratique) de # sur u. Nous allons utiliser le r6sultat de McCann 
dans le cas 05 les mesures # et u sont ~ densit6s continues strictement positives. Pour ne pas entrer 
dans des d6tails trop techniques nous supposerons qu'alors la fonction ~ est C 2 (ce qui implique en 
particulier que IVy] E [0, 7r[). On peut se passer de cette hypoth~se en proc6dant comme clans [7]. 
En effet, en suivant [2], on remarque que, lue dans une carte, la fonction ~ est semi-concave (ce qui 
implique qu'elle admet des d6riv6es secondes presque partout au sens d 'Aleksandrov).  Cette r6gularit6 
est suffisante pour faire le changement de variable dont nous avons besoin (voir [7]). 

Ddmonstration du th~o@me 1. - On se ram6ne au cas o5 les fonctions f et 9 sont continues 
et strictement postitives. Notons e ( f )  = .fs n f de et 0(9) = fs,~ g de ,  et introduisons les mesures 

suivantes sur S n : dlz(X) - e (9)  f ( z )  d e ( x )  et du(x)  = 9(z)  de (x ) .  Soit done ~ (que l 'on  a suppos6 
e ( f )  

C 2) la fonction c-concave telle que t(x) = expx( -V~o(x) )  transporte/z sur u. On notera ¢ = -go de 
sorte que t(x)  = exp~(V¢(x) ) .  On a donc pour tout x E Sn : 

a(9) f (x )  (3) 9(t(x)) J (x)  -- e ( f )  ' 
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ofa J ( z )  est le determinant jacobien de t e n  z. Si on note O(x) = d ( x , t ( z ) )  = tVC(x)l e [0,~[ et 

u(x) - V ¢ ( x )  t(x) cos(0) x + sin(0) u (ofa l 'on a omis d'6crire toutes les d6pendances en O(x) ' on a : = 

x). Introduisons, pour a E [0, 1], t ,  : Sn ~ $n ddfini par : 

t~(x) = e x p x ( a  VC(x))  = cos(a  O(x)) x + s in (a  O(x)) u(x), Vx E Sn. (4) 

On notera J~ le ddterminant jacobien de t~. On vdrifie facilement que t~ est injective. D'autre part, 
t~(x) = ms(x, t(x)), to = i d s  n, t l  = t (et done J0 = 1, J1 = J). On a done, en faisant le changement 
de variables z = t~(x) et en utilisant (2) puis (3) : 

i h(z) da(z)= fsnh(t~(x))J~(x)&r(x) 

>_ . ~  f(x) 1-~ 9(t(x))~(L~(O(x))) n-' J ~ ( x ) d o ( x )  

--> ~k(O'(~)~(f) ]'~°~ f$~ f(x)(gc~(O(x)))n-1 ~ do-(x). 

n sumt done de montrer que, pour tout x C $'~, on a : (L~(O(x)))~-lJ~(x) >_ J (x )  ~. Pour eela, 
calculons J~. S i x  E S n on notera x ± l 'orthogonal de x et Px la projection orthogonale sur x ±. Les 
d6terminants et les volumes en dimension n sont normalis6s par la structure euclidienne de W ~+1. Le 
d6terminant jacobien de t~ en x est J~(x)  = det  (Pt~(z) d ry (x ) Ix± ) ,  ofa d ta  Ix± est la restriction de 
la d6rivde de t~ ~ x ±. Soit B une base orthogonale de x ± commenqant par le vecteur u(x) et soit 
/3' = {x} U/3. Par homog6n6it6 on a : V ¢ ( x )  + (Hess ¢ )x(x)  = 0, o~ (Hess ¢)x est la Hessienne de 
¢ au point x. Dans la base B' la matrice de (Hess ¢)x est d o n c :  

-O(x) a tb 
0 b D 

avec a E R, b E W ~-1 et D une matrice sym6trique (n - 1) × (n - 1) (que l 'on peut supposer 
diagonale). En utilisant (4) on a, pour x C S'~ et v C x ± • 

dt~(x)(v) = - a s in (a  O)(VO, v)x + cos(a  0) v 

+ -(a cos (a  0) s in (a  0 ) 0  - ) ( V 0 ' v } u  + s in (a  0_______~)0 (Hess ¢)x(v) .  
I 

Remarquons que pour v C x ± : ( V 0 ( x ) , v )  = ((Hess  ¢)x(u) ,  v) .  Pour ealculer J~ on introduit la 
rotation R dans le plan x, u(x) qui transforme t~(x) en x (c'est-h-dire la translation parallele de t(x) 
vers x). l~videmment, J , ( x )  = det  ( R P t . ( x ) d r y ( x ) i , ± ) .  On a :  RPt.(x)(x) = -sin(aO(x))u et 
RPt.(~)(u) = cos(a  O(x))u. La matrice de R P t . ( ~ ) d r y ( x ) i x ±  dans la base /3  est done : 

( l + a a  ogtb ) 

s in(aO)  D " ~sin~aO) b cos(aO)I+ 0 

Mettons en facteur s in (a  0) a 0 dans les ( n -  1) demieres lignes. On obtient 

(sin(~0)) n-1 
J~=det(RPt"(x)dt~(x)lxS) = \ a 0  d e t H ~  = (S(aO)) n-1 d e t H ~ ,  (5) 
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of a H a  est la matrice sym6trique suivante : 

H a : (  l + a a  a t b )  
ab T(aO)I + a D  

x 
et T : [0, Tr[ , R e s t  donn6 par T(x) = t a n x  

LEMME 1. -- L a  matrice H1 est positive. 

Dgmonstration. - Cela provient de la construction m~me de t. Soit x E S n fix6. Alors y = t(x) est le 
1 d2(x,  y). Done la fonction K(v) = ¢(v)  + ½ (d2(v, y) - d2(x,  y)) point pour lequel ~ (x )  + ~e(y)  = 5 

atteint un min imum en v = x. Si on calcule la matrice de Px (Hess K ) x  i , l  dens la base /3 ,  on obtient 
exactement H1. []  

On poursuit en remarquant  que T ( a  0) - a T(0 )  = (1 - a ) S ( ( 1  - a )0 )  -S(0) S ( a ~ ) "  Si on note 

(i ° Ia,o = S((1 - a)O) 

on a done H a  = (1 - a)la,o + a H1. On utilise alors la log-concavit6 du d6terminant (pour les 
matrices positives) et on obtient det  H a  > (det  I a  ,0) 1-a  (det  H1) a. Et done, en utilisant (5), 

: ~S(o~O)~n-l(detla,o)l_a a ( 1 ) n - - 1  
Ja >_ (S(aO))n-l(detla,o)l-a(detH1) a \ S - - ~ ]  J1 = L - ~  J~{" 

Ce qui montre que ( L a ( 0 ) ) n - l J a )  J~ et ach~ve la d6monstration du th6or~me. [] 

Remarques. - 1) La m8me m6thode s 'appl ique au cas de l ' espace  hyperbolique H n. La fonction 
sinh t 

S correspondante est alors S(t) - d6finie pour tout t _> 0. Cette fonction est log-convexe et 
t 

le La  correspondant est plus grand que 1. 

2) On peut am61iorer l 'in6galit6 en utilisant la 1-concavit6 du d6terminant au lieu de sa log-concavit6. 
On obtient alors une in6galit6 de type Hens tock-MacBea th  [3]. 
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