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СУПЕРУРАВНЕНИЕ КОРТЕВЕГА - ДЕ ФРИЗА 
КАК УРАВНЕНИЕ ЭЙЛЕРА 

В. Ю. О в с и е н к о , Б . А . Х е с и н 

Известно, что уравнение Кортевега — де Фриза (KdV) связано с алгеброй Вирасоро 
(см. [2; 3]). В работе [6] (см. также [5; 7]) было предложено суперуравнение Кортевега — 
де Фриза (sKdV), соответствующее простейшим супераналогам алгебры Вирасоро — су­
пералгебрам Неве — Шварца и Рамона. Настоящая заметка касается одного геометриче­
ского аспекта этой связи. Ее цель — показать, что (s)KdV есть уравнение Эйлера на со­
ответствующих группах, т. е. уравнение геодезических некоторых одностороннее инва­
риантных метрик. 

1. Напомним хорошо известные из механики определения (см. [1]). Пусть © — (су-
пер)алгебра Ли. (Право)инвариантная метрика на соответствующей группе однозначно 
определяется симметрическим оператором А: © —> ®*, называемым оператором инерции 
обобщенного твердого тела. Она задается разнесением по группе (правыми) сдвигами ска­
лярного произведенрш на @: 

(g, ц) = <А1, т]>, где g. T ie (5). 

Пусть g (t) — геодезическая правоинвариантной метрики на группе. Элемент ал­
гебры Ли (О = Rg-xe называется угловой скоростью в теле. Элемент ilf = ^ со из ©* на­
зывается кинетическим моментом относительно тела. 

Вектор момента относительно тела удовлетворяет уравнению dMidt = adwikf, кото­
рое называется уравнением Эйлера. 

На двойственном пространстве к (супер)алгебре Ли существует естественная скобка 
Пуассона — Ли — Березина — Кириллова. Пусть F, G — функции на ®*. Тогда 

{F, G} (М) = <М, IdF, dGh (1) 
(дифференциалы dF и dG, взятые в точке М, лежат в замыкании ® и определен их комму­
татор). 

Уравнение Эйлера сохраняет орбиты коприсоединенного представления ® и явля­
ется гамильтоновым с гамильтонианом Н (М) = <М, А~^М}, называемый энергией. 

2. Напомним, что алгебра Вирасоро V — единственное нетривиальное] центральное 
расширение с помощью R алгебры Ли Vect S^ (векторных полей на окружности). Ее эле­
менты можно отождествить с парами (2л-перподическая функция, число). Тогда комму­
татор в V принимает вид 

[(/ (^), «), (g (^), Ь)] = (/ (х) g' (х) - g {х) Г Н , \Г {X) g" {X) dx) 
(здесь и далее интегрирование производится по отрезку [О, 2я]). 

Пространство F* можно отождествить с парами (2зх-периодическая функция, число). 
Скобка (1) в функциях на F* задается формулой 

'̂ •"'<"<"-' = И(а"Ш-Т.©> + '(ё)'Г'' 6ul 
dx (Г) 

(в качестве функций на F* достаточно рассматривать интегралы от дифференциальных по­
линомов (см. [2]), 6F/6u (х) определяется равенством 

[* яр 
dIdeF {и -^ги, с) L^. = \ (х) и {х) dx. 

^ ^ ои 
Уравнение Гамильтона с гамильтонианол! F имеет вид 

. г, (6FV , 6F , jbF Y • п 10'\ 

Рассмотрим оператор инерции А такой, что А (/, а) = (/, а) е У*. Он задает ска­
лярное произведение на V: ((/, а), (g, Ъ)) ^\fgdx ^ аЪ. 

П р е д л о ж е н и е 1. Уравнение Эйлера, отвечающее оператору инерции Л, сов­
падает с уравнением KdV. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Энергия на F* равна Н (и, с) = ^4 ^ и^ (х) dx + cV2. Ей 
соответствует уравнение Гамильтона 

и = Зи'и — си^^^. (3) 
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3. Супералгебры Неве — Шварца (NS) и Района (R) — простейшие супераналоги 
алгебры Вирасоро. Они входят в число так называемых супералгебр Ли струнных теорий 
[4]. Четные части NS и R совпадают с алгеброй Вирасоро, нечетные части отождествляют­
ся с функциями одного переменного, такими что г|) (;г + 2л) — —^ {х), для NS, г|) (ж + 
+ 2я) = '\р (х) для R. Коммутатор в NS и R принимает вид 

[(/, ф, а), (g, 11), b)] = {fg' - gf + фг1;/2, /г|)' - a|;f/2 - ^̂ ф' + (pg'/2, 
\ {fg" + ФЖ/2)). 

Двойственные пространства TV̂ S* и i?* отождествляются с множеством троек {и (х)^ 
^ (х), с), где и (х) — функция на S^ со значениями в четной, ^ {х) — функция т.ч. | {х -\-
+ 2я) = —I {х) (g {х) соответственно) со значениями в нечетной части некоторого супер­
коммутативного кольца. 

Скобка (1) на 7V*S* и i?* (см. [5; 6]) определяется при помощи оператора 
гл , г \ (сд'^ — ид — ди —д'с12 — td\ Р (и,^, с) = ^' , 

^ ^ \ -01 — 1д12 (сд^ ~ и)12 J 
где (и, 5? с) е NS* (Я*), д = d/dx и имеет вид 

{F, G} (и, I, с) = ((6F/6«, dFldl), Р g^J^^ \ . (1") 

Уравнение Гамильтона с гамильтонианом F определяется формулой 

Рассмотрим оператор инерции Ag'. NS —̂  7V*S* {R —̂  i?*): 
^ s (/ W, Ф (^), fl^) = (/ W, y^d-\ (.r), c). 

В случае супералгебры NS он определяется однозначно и невырожден, так как оператор 
интегрирования д~^ действует в пространстве функций с нулевым средним. Для суперал-

X X 

гебры R оператор д~^ определен формулой {д~'^и) (х) -= \1и — \мЫг/ — \Wi^ — W j dy. 
о о 

Соответствующая метрика оказывается вырожденной. 
П р е д л о ж е н и е 2. Уравнение Эйлера, соответствующее оператору инерции 

As-, совпадает с суперуравнением Кортевега — де Фриза из [6]. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Энергия равна Н {и, ^, с) = ^1^ \ {и^ (х) + 4 | ' {х) ^{x))dx + 

+ с^/2. По формуле (2"), уравнение Гамильтона с гамильтонианом Н имеет вид 
й = Su'u ~ си''' — 6g"g, 
I = 3ul' + 3u'l/2 — 2cl"\ 
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