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Transformadas

Transformadas

Planteamiento del problema

Supongamos que tenemos una funcién fi, con valores reales. La
funcién f; contiene informacién, nos preguntamos si hay alguna
otra manera de ‘pensar’ en esta funcion.

Es decir, j podemos guardar la misma informacién de f; con alguna
otra funcién, f», que tenga propiedades diferentes?

fi < f
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Transformadas

Transformadas

Definir bien el problema

Lo que tenemos que definir es qué tipo de propiedades queremos
exigir a la nueva funcién.
Tiene sentido pedirle a la nueva funcién:

@ Que sea integrable.

@ Que tenga menos oscilaciones.

@ Que sea mas facil de manejar numéricamente.
°

Que sea mas facil de guardar en una computadora.
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Transformadas

Transformadas

Transformadas

Lo que intentamos es asignar a f; otra funcién f>. Esto da pie a
una ‘funcién de funciones' denominada transformada.

Denotemos f, = T(f1), el operador T es lo que nosotros llamamos
una transformada.

f— T(f)
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Ejemplos y aplicaciones de transformadas e i e on anlicacione
Algunos ejemplos en aplicaciones

Ejemplo: Transformada de Fourier

Dada f, funcién continua con soporte compacto (mds general en la
clase de Schwartz S) se define su transformada de Fourier:

T(F)(€) = F(¢) = / F(x)e~27<E .

Preguntas: jCual es la clase de funciones mas amplia para las que
podemos definir este operador?

i Coémo se comporta este operador?

Continuidad: Si cambiamos un poco f, jcuanto cambia f?

Si tenemos T (f), jpodemos recuperar f7
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Ejemplos y aplicaciones de transformadas 3 o
Algunos ejemplos en aplicaciones

Probabilidad

Dada una variable aleatoria X, con funcién de densidad fx la
funcién caracteristica px(t) = fx(t).

Todos conocemos la utilidad de tener la funcién caracteristica y el
Teorema de Unicidad. (Este teorema es el teorema de inversién de
transformadas de Fourier).

1
X ~ N(u,0°) < ox(t) = exp <iut + 202t2> .
En notacidn de teoria de la medida:

ox(t) = /ezWiXtd (Xf1 o IP’) (x).
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Ejemplos y aplicaciones de transformadas 3 o
Algunos ejemplos en aplicaciones

Tomografias

Se puede entender al cerebro como un volumen en R3 vy las
tomografias hacen proyecciones a R? por planos. Si
Pir = {x € R®: xT~ =t} entonces

R(EE) = [ f

ty

se llama la transformada de Radén de f. La integral respecto a la
medida de Hausdorff 2-dimensional.
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Ejemplos y aplicaciones de transformadas 3 o
Algunos ejemplos en aplicaciones

Ecuaciones Diferenciales

Para una funcién apropiada f, su transformada de Laplace es

L(F)(s) = / F(t)e <t dt

y tiene la propiedad: L£(f')(s) = sL(f)(s) — f(0).

Para resolver ecuaciones diferenciales, se considera la transformada
de Laplace, se resuelve esta nueva ecuacion y después se toma la
transformacién inversa.
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Ejemplos y aplicaciones de transformadas 3 o
Algunos ejemplos en aplicaciones

La transformada de Hilbert

Para una funcién apropiada f,

MO o [ (e

satisface que I-Al(f)(ﬁ) = (—isigno(§))f (f)
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La conjetura del disco y los conjuntos de Kakeya (Besicovitch)

Si LP(R") = {f 'R — Rl /]f\p < oo} y tenemos una

transformada tal que 7A'(f)(§) = Ile(ﬁ), ipara qué valores de p, T
es un operador acotado?.
Es decir, jpara qué valores de p se tiene:

1T < ClIf[l7

2 2
Conjetura del disco (hasta '71): para todo p € <n—|—nl’ n—nl>
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La conjetura del disco y los conjuntos de Kakeya (Besicovitch)

La conjetura del disco es falsa

(Fefferman 1971, The Multiplier Problem for the Ball, Annals of
Mathematics)

Si n > 1 entonces T es un operador acotado sélo si p = 2.

. Cémo se demuestra? Construyendo funciones con conjuntos
peculiares...
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La conjetura del disco y los conjuntos de Kakeya (Besicovitch)

Un conjunto K C R" se denomina conjunto de Kakeya si

@ K es compacto.

@ K contiene un segmento de recta de longitud 1 en todas las
direcciones.

e +(Besicovitch): K tiene 'longitud/volumen’ cero.
(Leb(K) = 0).
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La conjetura del disco y los conjuntos de Kakeya (Besicovitch)

Conjuntos de Kakeya

K A
7wy

Solucién a la conjetura del disco: f(x) = 1k con K Besicovitch.
BONUS: Encontrar la dimensién de Hausdorff de los conjuntos de
Besicovitch.
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Thomas-Stein y la conjetura de Restriccién

La desigualdad de Thomas-Stein y la conjetura de
Restriccion

2 2
Tomas-Stein: Sea f € LP donde p < n entonces

£ lsn—1ll 2gn-1y < ClIf]lp-
Conjetura de restriccién: Sea f € LP entonces
|[fdo|La@gn-1) < ClIf]|Le

para algin g < cc.
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Thomas-Stein y la conjetura de Restriccién

Gracias por su atencién.
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