
SOGLASOVANNYE RAZBIENI� MNOGOGRANNIKOV
I POLINOMIAL^NYE MERY*

A. Hovanski$i

Pust~ ∆1, . . . , ∆n — n mnogogrannikov v Rn. Suwestvuet mnogo sposobov raz-
bit~ mnogogranniki ∆i na bolee melkie mnogogranniki Γj

i i zatem vybrat~ opre-
delennye “soglasovannye” nabory, soder�awie po odnomu mnogogranniku Γji

i iz
ka�dogo mnogogrannika ∆i tak, qtoby vypoln�las~ formula

(1) V (∆1, . . . , ∆n) =
∑

V (Γj1
1 , . . . , Γjn

n ),

gde V — smexanny$i ob�em, a summirovanie vedets� po vsem soglasovannym
naborom. Teori� mnogogrannikov N~�tona dostavl�et massu primerov takogo
roda (sm. §2). Nasto�wa� stat~� voznikla iz popytki vy�snit~, suwestvuet li
analogiqny$i �ffekt i dl� drugih otliqnyh ot ob�emov koneqnoadditivnyh mer
(takih, kak, ska�em, qislo celyh toqek v mnogogrannike).

V stat~e vvodits� pon�tie soglasovannogo razbieni� neskol~kih mnogogran-
nikov (qislo kotoryh ne ob�zatel~no ravno razmernosti prostranstva, v ko-
torom oni le�at). Central~ny$i rezul~tat nasto�xe$i stat~i — obobwenie soot-
noxeni� (1) dl� l�byh soglasovannyh razbieni$i i dl� l�bo$i koneqnoaddi-
tivno$i mery (sm. §5).

Rassmotrim meru na celoqislennyh mnogogrannikah, polinomial~nu� otnosi-
tel~no sdvigov mnogogrannikov na vektora celoqislenno$i rexetki. Izvestno,
qto taka� mera budet polinomom na polugruppe celoqislennyh mnogogrannikov
otnositel~no slo�eni� po Minkovskomu. Dl� mer, invariantnyh otnositel~no
sdvigov na vektora celoqislenno$i rexetki, �tot rezul~tat prinadle�it Mak-
Mallenu [6]. Perenesenie na sluqa$i polinomial~nyh mer otnositel~no sdvigov
dano v [5], gde ispol~zuets� integral po �$ilerovo$i harakteristike. Zdes~ my
pokazyvaem, qto �tot rezul~tat �vl�ets� pr�mym sledstviem obobwennogo soot-
noxeni� (1).

*Rabota vypolnena vo vrem� vizita v Ekole Normale Superieure pri qastiqno$i podder�ke granta N
95-011-8701 Rossi$iskogo Fonda Fundamental~nyh issledovani$i i Kanadskogo Granta OGP0156833. � priz-
natelen francuzskim kollegam za gostepriimstvo.
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2 A. HOVANSKI$i

§1 Soglasovannye regul�rnye razbieni�

V stat~e pod slovom mnogogrannik my imeem v vidu kompaktny$i vypukly$i
mnogogrannik, t.e. vypuklu� oboloqku koneqnogo qisla toqek. Razbieniem mno-
gogrannika ∆ nazyvaets� koneqnoe mno�estvo mnogogrannikov R(∆) takoe, qto
1) ob�edinenie mnogogrannikov iz R(∆) ravno mnogogranniku ∆,
2) mno�estvo R(∆) s ka�dym mnogogrannikom soder�it vse ego grani,
3) pereseqenie l�byh dvuh mnogogrannikov iz R(∆) libo pusto, libo �vl�ets�

gran~� �tih mnogogrannikov.
Proste$ixi$i primer razbieni� dostavl�et tavtologiqeskoe razbienie mnogo-

grannika, soder�awee mnogogrannik i vse ego grani.
Sredi razbieni$i mnogogrannikov vydel��ts� regul�rnye razbieni� [3]. �tot

klass razbieni$i, vo-pervyh, tesno sv�zan s teorie$i mnogogrannikov N~�tona
(sm. [7]), i, vo-vtoryh, �vl�ets� gibkim i udobnym dl� raboty. Perehodim k
opredeleni� �togo klassa razbieni$i.

Pust~ ∆ — mnogogrannik, le�awi$i v line$inom prostranstve L1. Ska�em, qto
mnogogrannik ∆̃, prinadle�awi$i proizvedeni� prostranstva L1 na vewestven-
nu� pr�mu� R1, le�it nad mnogogrannikom ∆, esli mnogogrannik ∆ �vl�ets�
proekcie$i mnogogrannika ∆̃. Budem sqitat~, qto v R1 fiksirovana orientaci�.
Pust~ e1 — bazisny$i vektor v R1. Ska�em, qto toqka x ∈ ∆̃ �vl�ets� verhne$i
toqko$i mnogogrannika ∆̃, esli luq x + λe1, gde λ ≥ 0, peresekaets� s ∆̃ lix~
po toqke x. Gran~ mnogogrannika ∆̃ nazyvaets� verhne$i gran~�, esli ka�da� ee
toqka �vl�ets� verhne$i toqko$i �togo mnogogrannika.

Oqevidno, qto gran~ Γ mnogogrannika ∆̃ �vl�ets� verhne$i gran~�, esli i
tol~ko esli suwestvuet kovektor ξ ∈ (L1×R1)∗, dl� kotorogo 〈ξ, e1〉 > 0, tako$i, qto
maksimum skal�rnogo proizvedeni� s kovektorom ξ na mnogogrannike ∆̃ dostigaet-
s� v toqnosti na grani Γ.

Razbieniem mnogogrannika ∆, sv�zannym s le�awim nad nim mnogogrannikom ∆̃,
nazyvaets� razbienie R(∆), sosto�wee iz proekci$i verhnih grane$i mnogogran-
nika ∆̃. Razbienie mnogogrannika ∆, sv�zannoe s kakim-libo mnogogrannikom ∆̃,
nazyvaets� regul�rnym.

Otmetim, qto regul�rnoe razbienie mnogogrannika ∆ zavisit ne ot samogo
mnogogrannika ∆̃, a lix~ ot ego verhnih toqek. Mno�estvo verhnih toqek mno-
gogrannika ∆̃ mo�no rassmatrivat~ kak grafik kusoqno line$ino$i vypuklo$i funk-
cii na mnogogrannike ∆. Obratno, s ka�do$i kusoqno line$ino$i vypuklo$i funkcie$i
na mnogogrannike ∆ sv�zano ego regul�rnoe razbienie — v kaqestve mnogogrannika
∆̃ nu�no vz�t~ vypuklu� oboloqku grafika �to$i funkcii.

Pust~ R(∆1), . . . ,R(∆k) — nabor regul�rnyh razbieni$i mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆k.
Vyberem mnogogranniki ∆̃1, . . . , ∆̃k, le�awie nad mnogogrannikami ∆1, . . . , ∆k i
poro�da�wie R(∆1), . . . ,R(∆k). Vybor mnogogrannikov ∆̃i opredel�et soglaso-
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vanie regul�rnyh razbieni$i.
Ska�em, qto mnogogranniki Γ1, . . . , Γk iz razbieni$i R(∆1), . . . ,R(∆k) regul�rno

soglasovany (s pomow~� mnogogrannikov ∆̃i), esli summa Minkovskogo Γ̃1 + · · ·+
Γ̃k le�awih nad nimi verhnih grane$i Γ̃i mnogogrannikov ∆̃i �vl�ets� verhne$i
gran~� Γ̃ mnogogrannika ∆̃ = ∆̃1 + · · · + ∆̃n. Takim obrazom, s ka�do$i verhne$i
gran~� Γ̃ mnogogrannika ∆̃ sv�zyvaets� edinstvenny$i nabor soglasovannyh mno-
gogrannikov Γ1, . . . , Γk.

Vot �kvivalentnoe opredelenie. Mnogogranniki Γ1, . . . , Γk iz razbieni$i R(∆1),
. . . ,R(∆k) regul�rno soglasovany (s pomow~� mnogogrannikov ∆̃i), esli suwestvu-
et line$ina� funkci� l : L1 × R1 → R1, maksimum kotoro$i na i-om mnogogrannike
∆̃i dostigaets� v toqnosti na verhne$i grani Γ̃i mnogogrannika ∆̃i, le�awe$i nad
mnogogrannikom Γ.

Ska�em, qto mnogogranniki ∆1, . . . , ∆k affinno nezavisimy, esli nezavisimy
minimal~nye affinnye prostranstva, ih soder�awie. Drugimi slovami, mno-
gogranniki ∆1, . . . , ∆k affinno nezavisimy, esli razmernost~ summy Minkovsko-
go �tih mnogogrannikov ravna summe ih razmernoste$i

dim(∆1 + · · ·+ ∆k) = dim ∆1 + · · ·+ dim∆k.

Teorema. L�bo$i nabor regul�rnyh razbieni$i R(∆1), . . . ,R(∆k) mo�no regul�rno so-
glasovat~ tak, qtoby ka�dy$i soglasovanny$i nabor mnogogrannikov byl affinno
nezavisim.

Dokazatel~stvo. Pust~ regul�rnoe razbienie mnogogrannika ∆ sootvetstvuet ku-
soqno line$ino$i vypuklo$i funkcii f : ∆ → R. Togda esli k funkcii f prib-
avit~ l�bu� line$inu� funkci�, to sootvetstvu�wee regul�rnoe razbienie ne
izmenits�. Pust~ razbienie R(∆i) sootvetstvuet funkcii fi : ∆i → R. Neslo�no
videt~, qto pribavl�� k funkci�m fi razliqnye dostatoqno obwie line$inye
funkcii Li, mo�no dobit~s� togo, qtoby ka�dy$i soglasovanny$i nabor mnogo-
grannikov byl affinno nezavisim.

Sledstvie. Mo�no tak regul�rno soglasovat~ tavtologiqeskie razbieni� neskol~-
kih mnogogrannikov v Rn, qtoby ka�dy$i soglasovanny$i nabor soder�al affinno
nezavisimye grani �tih mnogogrannikov.

Dokazatel~stvo. De$istvitel~no, tavtologiqeskoe razbienie, oqevidno, �vl�ets�
regul�rnym — ono sv�zano s l�bo$i line$ino$i funkcie$i na mnogogrannike.

§2 Mnogogranniki N~�tona i smexannye ob�emy

V �tom paragrafe my prokommentiruem sv�z~ algebraiqesko$i geometrii s
rassmatrivaemym krugom voprosov. Privedennye zdes~ soobra�eni� v dal~ne$i-
xem ne ispol~zu�ts�, i pri pervom qtenii ego mo�no propustit~.
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Rassmotrim sistemu iz n uravneni$i

(1) P1 = · · · = Pn = 0

v (C∗)n, v kotoro$i P1, . . . , Pn — polinomy Lorana, dostatoqno obwie dl� svoih
mnogogrannikov N~�tona ∆1, . . . , ∆n. Sv�z~ teorii mery i algebraiqesko$i ge-
ometrii dostavl�et teorema Bernxte$ina [1], soglasno kotoro$i qislo rexeni$i
sistemy (1) ravno n!V (∆1, . . . , ∆n).

Oboznaqim qerez aij ko�fficienty polinoma Lorana Pi, Pi =
∑

aijx
j, j ∈ Zn.

Rassmotrim proizvol~nye polinomy Lorana aij(τ) odno$i peremenno$i τ takie,
qto aij(1) = aij.

Sistemu uravneni$i

(2) P̃1(x, τ) = · · · = P̃n(x, τ) = 0,

v kotoro$i P̃i(x, τ) =
∑

aij(τ)xj, mo�no rassmatrivat~ kak zavis�wu� ot parame-
tra τ sistemu uravneni$i na toqku x ∈ (C∗)n. Pri τ = 1 sistema (2) sovpadaet
s sitemo$i (1) i imeet te �e korni. Teori� mnogogrannikov N~�tona pozvol�et
opisat~ povedenie korne$i sistemy (2) pri τ →∞, po kra$ine$i mere, v tom sluqae,
kogda polinomy Lorana P̃1, . . . , P̃n dostatoqno obwi dl� svoih mnogogrannikov
N~�tona ∆̃1, . . . , ∆̃n.

Privedem �to opisanie. Rassmotrim l�bu� verhnu� gran~ Γ̃ mnogrannika
∆̃ = ∆̃1 + · · ·+ ∆̃n. Ona �vl�ets� summo$i opredelennyh verhnih grane$i Γ̃1, . . . , Γ̃n

mnogogrannikov ∆̃1, . . . , ∆̃n. S ka�do$i verhne$i gran~� Γ̃ sv��em sistemu ravneni$i

(3Γ̃) P̃ Γ̃1
1 (x, τ) = · · · = P̃ Γ̃n

n (x, τ) = 0,

gde P̃ Γ̃i
i — ukoroqenie polinoma Lorana P̃i po grani Γ̃i (sm. [4]). My poluqaem

stol~ko sistem, skol~ko verhnih grane$i imeet mnogogrannik ∆̃.
Pust~ τ : (R1, 0) → (C̃,∞) — rostok vewestvenno$i krivo$i na sfere Rimana

tako$i, qto τ(0) = ∞. Rassmotrim korni sistemy (1) pri τ = τ(t), t → 0, τ(t) →∞.

Teorema (ob asimptotiqeskom rexenii sistemy (1), sr. [1], [4]). Esli polinomy Lorana
P̃1, . . . , P̃n — ∆-nevyro�denny dl� svoih mnogogrannikov N~�tona, to na rostke
krivo$i τ(t) suwestvuet vzaimnoodnoznaqnoe sootvetstvie me�du mno�estvom
{x(τ(t))} korne$i sistemy (1) i ob�edineniem {x̃(τ(t))} korne$i sistem (3Γ̃), po vsem
verhnim gran�m Γ̃ mnogogrannika ∆̃. Pri �tom otnoxenie xx̃−1 v gruppe (C∗)n

sootvetstvu�wih drug drugu korne$i x i x̃ stremits� pri t → 0, τ(t) →∞ k ediniq-
nomu �lementu gruppy (C∗)n.

Iz �to$i teoremy, v qastnosti, vytekaet, qto qislo rexeni$i sistemy (1) ravno
summe qisel rexeni$i sistem (3Γ̃) pri fiksirovannom znaqenii τ(t0) parametra τ ,
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gde t0 malo. Oboznaqim qerez Γi ⊂ ∆i proekci� grani Γ̃i mnogogrannika ∆̃i. Pri
fiksirovannom τ = τ(t0) mnogogranniki N~�tona sistemy (3Γ̃) budut proekci�mi
Γ1, . . . , Γn grane$i Γ̃1, . . . , Γ̃n. Primen�� k �tim sistemam teoremu Bernxte$ina,
poluqim

Sledstvie. V opisanno$i vyxe situacii spravedlivo ravenstvo

n!V (∆1, . . . , ∆n) =
∑

n!V (Γ1, . . . , Γn),

gde summirovanie vedets� po vsem soglasovannym pri pomowi mnogogrannikov
∆̃1, . . . , ∆̃n naboram Γ1, . . . , Γn sootvetstvu�wih regul�rnyh razbieni$i mnogogran-
nikov ∆1, . . . , ∆n.

Zameqanie 1. Esli sredi slagaemyh grani Γ̃ mnogogrannika ∆̃, Γ̃ = Γ̃1 + · · · + Γ̃n,
Γ̃i ∈ ∆̃i, odna iz grane$i Γ̃j �vl�ets� verxino$i, to smexanny$i ob�em V (Γ1, . . . , Γn)
sootvetstvu�wih e$i mnogogrannikov raven nul�. Tako$i grani Γ̃ sootvetstvuet
nesovmestna� sistema (3Γ̃).

Zameqanie 2. Polinomy Lorana aij(τ) mo�no vybrat~ tak, qtoby vse sistemy
(3Γ̃) �vno rexalis~. Dl� �togo dostatoqno, qtoby dl� ka�do$i grani Γ̃ ⊂ ∆̃,

dl� kotoro$i sistema (3Γ̃) sovmestna, ka�dy$i iz polinomov Lorana P̃ Γ̃i
i byl

line$ino$i kombinacie$i lix~ dvuh monomov. V �tom sluqae proekci� grani Γ̃
budet parallelepipedom, a qislo rexeni$i sistemy (3Γ̃) budet ob�emom �togo
parallelepipeda, umno�ennym na n!. Ispol~zu� �to soobra�enie, mo�no ne
tol~ko dokazat~ teoremu Bernxte$ina, no i poluqit~ novye formuly dl� sme-
xannogo ob�ema (obobwa�sqie formuly iz [3]). � vernus~ k �to$i teme v drugo$i
stat~e.

§3 Soglasovannye razbieni� neskol~kih mnogogrannikov

Naxe$i bli�a$ixe$i cel~� �vl�ets� obwee opredelenie soglasovani� (ne ob�za-
tel~no regul�rnogo) razbieni$i k mnogogrannikov. Vozmo�ny dva podhoda k
�tomu opredeleni�. Odin — s “mnogomerno$i” toqki zreni�, v kotoro$i fig-
uriruet d�o$in k mnogogrannikov. Vtoro$i — s toqki zreni� prostranstva, v
kotorom le�at k mnogogrannikov. Naqnem s mnogomerno$i toqki zreni�.

D�o$inom Ω mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆k, le�awih v line$inom prostranstve L1,
nad simpleksom razmernosti (k − 1) s verxinami A1, . . . , Ak, le�awim v pros-
transtve L2, nazyvaets� vypukla� oboloqka mnogogrannikov (∆i, Ai) ⊂ L1 × L2.

Ni�e daets� opisanie grane$i d�o$ina mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆k. Nam ponado-
bits� sledu�wee opredelenie. Nabor grane$i Γ1, . . . , Γk mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆k ⊂
L nazyvaets� soglasovannym, esli suwestvuet kovektor ξ ∈ L∗ tako$i, qto maksi-
mum skal�rnogo proizvedeni� s kovektorom ξ na mnogogrannike ∆i dostigaets� v
toqnosti na grani Γi.

Legko prover�ets� sledu�wee
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Utver�denie 1. S ka�dym podmno�estvom ∆i1 , . . . , ∆il
mno�estva mnogogranni-

kov ∆1, . . . , ∆k i s ka�dym soglasovannym naborom grane$i Γi1 ⊂ ∆i1 , . . . , Γil
⊂ ∆il

sv�zana gran~ d�o$ina Ω mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆l. Imenno, �ta gran~ �vl�et-
s� d�o$inom grane$i Γi1 , . . . , Γil

nad simpleksom s verxinami Ai1 , . . . , Ail
. Obratno,

ka�da� gran~ d�o$ina Ω imeet opisanny$i vid.

Razbienie R(Ω) d�o$ina Ω mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆k nad simpleksom v pros-
transtve L2 s verxinami A1, . . . , Ak nazovem pravil~nym, esli proekci� l�bo$i
verxiny �togo razbieni� na prostranstvo L2 �vl�ets� odno$i iz verxin A1, . . . , Ak.
Pravil~noe razbienie R(Ω) d�o$ina opredel�et razbieni� R(∆1), . . . ,R(∆k) mno-
gogrannikov ∆1, . . . , ∆k. Dl� postroeni� razbieni� R(∆i) nu�no oto�destvit~
mnogogrannik ∆i s gran~� (∆i, Ai) d�o$ina Ω i rassmotret~ razbienie �to$i grani,
inducirovannoe razbieniem R(Ω). V opisanno$i situacii my tak�e budem gov-
orit~, qto pravil~noe razbienie d�o$ina R(Ω) zadaet soglasovanie razbieni$i
R(∆1), . . . ,R(∆k) mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆k.

Oboznaqim qerez R(Ω, k) podmno�estvo mnogogrannikov pravil~nogo razbi-
eni� R(Ω), verxiny kotoryh proektiru�ts� na mno�estvo A1, . . . , Ak. �sno, qto
mnogogrannik Γ ∈ R(Ω, k) �vl�ets� d�o$inom sootvetstvu�wih mnogogrannikov
Γ1, . . . , Γk iz razbieni$i R(∆1), . . . ,R(∆k). Mno�estvo R(Ω, k) vpolne opredel�et
razbienie R(Ω): v R(Ω) vhod�t tol~ko mnogogranniki iz R(Ω, k) i ih grani.

Mno�estvo R(Ω, k) mo�no opredelit~, zadav sledu�wee podmno�estvo S v
dekartovom proizvedenii R(∆1),× · · ·×R(∆k): nabor mnogogrannikov (Γ1(s), . . . , Γk(s)),
v kotorom Γi ∈ R(∆i), �vl�ets� toqko$i s mno�estva S, esli i tol~ko esli v
mno�estve R(Ω, k) soder�its� d�o$in mnogogrannikov Γ1, . . . , Γk nad simpleksom
s verxinami A1, . . . , Ak.

Mno�estvo S ⊂ R(∆1)× · · · × R(∆k) obladaet sledu�wimi svo$istvami:
1) dl� l�byh polo�itel~nyh qisel (λ1, . . . , λk) = λ mno�estvo mnogogrannikov

Γ(s, λ) = λ1Γ1(s) + · · · + λkΓk(s) �vl�ets� razbieniem R(∆(λ)) mnogogrannika
∆(λ) = λ1∆1+ · · ·+λk∆k, pri �tom ka�dy$i mnogogrannik Γ ∈ R(∆(λ)) sovpadaet
s mnogogrannikom Γ(s, λ) rovno dl� odnogo �lementa s ∈ S;

2) dl� vs�kogo kovektora ξ i l�bogo �lementa s1 ∈ S suwestvuet �lement s2 ∈ S

tako$i, qto Γi(s2) = Γξ
i (s1).

Obratno, soglasovanie razbieni$i R(∆1), . . . ,R(∆k) mo�no zadat~, fiksirovav
podmno�estvo S v dekartovom proizvedenii R(∆1) × · · · × R(∆k), oblada�wee
svo$istvami 1–2. �to daet vtoroe, “malomernoe”, opisanie soglasovani� razbi-
eni$i mnogogrannikov.

Utver�denie 2. Regul�rnoe soglasovanie regul�rnyh razbieni$i neskol~kih mnogogran-
nikov �vl�ets� ih soglasovaniem.

Dokazatel~stvo. Pust~ regul�rnoe soglasovanie regul�rnyh razbieni$i mnogogran-
nikov ∆1, . . . , ∆k sv�zano s kusoqno line$inymi vypuklymi funkci�mi f1, . . . , fk.
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Rassmotrim kusqno line$inu� vypuklu� funkci� F na d�o$ine Ω �tih mnogogran-
nikov, opredelennu� sledu�wim usloviem: vypukla� oboloqka grafika funkt-
sii F sovpadaet s vypuklo$i oboloqko$i grafikov funkci$i fi, zadannyh na gran�h
(∆i, Ai) d�o$ina Ω. Legko proverit~, qto regul�rnoe razbienie d�o$ina, sv�zan-
noe s funkcie$i F , zadaet soglasovanie regul�rnyh razbieni$i mnogogrannikov
∆1, . . . , ∆k, sovpada�wee s ih regul�rnym soglasovaniem, sv�zannym s funkci�mi
f1, . . . , fk.

§4 Razbieni� i �$ilerovy harakteristiki

Nam ponadob�ts� privodimye ni�e izvestnye utver�deni� 1–2, sv�zannye s
�$ilerovymi harakteristikami mnogogrannikov i ih razbieni�mi.

Harakteristiqesku� funkci� proizvol~nogo mnogogrannika ∆ budem obozna-
qat~ χ∆.

Utver�denie 1. Dl� vs�kogo mnogogrannika ∆ i ego razbieni� R(∆) spravedliva for-
mula

χ∆ =
∑

Γ∈R(∆),Γ6⊂∂∆

(−1)codim ΓχΓ.

(Granicu ∂∆ mnogogrannika ∆ my vsegda ponimaem v smysle topologii mini-
mal~nogo affinnogo podprostranstva, soder�awego mnogogrannik ∆.)

Dokazatel~stvo. Oboznaqim qerez B(x, ε) xar radiusa ε s centrom v toqke x. Dl�
l�bo$i toqki x ∈ ∆ pereseqenie B(x, ε) ∩ ∆ budet zamknutym vypuklym mno�-
estvom to$i �e razmernosti, qto i mnogogrannik ∆. �$ilerova harakteristika
otnositel~nyh grupp gomologi$i mno�estva B(x, ε)∩∆ po ego granice ∂(B(x, ε)∩∆)
ravna (−1)dim ∆. Pri dostatoqno malom ε �$ilerovu harakteristiku dl� otnosi-
tel~nyh gomologi$i mo�no vyqisl�t~ pri pomowi kletok B(x, ε) ∩ Γ, gde Γ —
l�bo$i mnogogrannik iz razbieni� R(∆), soder�awi$i toqku x i ne le�awi$i ce-
likom na granice mno�estva B(x, ε) ∩∆. Otkuda imeem

(−1)dim ∆χ∆(x) =
∑

x∈Γ,Γ∈R(∆),Γ6⊂∂∆

(−1)dim ΓχΓ(x)

ili χ∆(x) =
∑

(−1)codim ΓχΓ(x), q.t.d.

Sledstvie 1. Dl� vs�ko$i koneqnoadditivno$i mery µ, v kotoro$i izmerimy vse mno-
gogranniki iz nekotorogo razbieni� R(∆), spravedlivo ravenstvo

µ(∆) =
∑

Γ∈R(∆),Γ6⊂∂∆

(−1)codim Γµ(Γ).



8 A. HOVANSKI$i

Utver�denie 2. Dl� vs�kogo razbieni� R(∆) mnogogrannika ∆ spravedlivo tozhdest-
vo

1 =
∑

Γ∈R(∆),Γ6⊂∂∆

(−1)codim Γ.

Dokazatel~stvo. To�destvo vytekaet iz sledu�wego topologiqeskogo fakta: �$i-
lerova harakteristika pary (∆, ∂∆) ravna (−1)dim ∆.

Zameqanie. Utver�denie 2, koneqno, sv�zano so sledstviem 1. Delo v tom, qto
suwestvuet koneqnoadditivna� mera na bulevo$i algebre, poro�denno$i vypuk-
lymi mnogogrannikami, znaqenie kotoro$i na vs�kom mnogogrannike ravno ego
�$ilerovo$i harakteristike, t.e. ravno edinice ([8],[5]). Formal~no my budem
�tim pol~zovat~s� pri dokazatel~stve osnovno$i teoremy (sm. §5). Odnako fak-
tiqeski my budem ispol~zovat~ lix~ utver�denie 2 dl� pravil~nogo razbieni�
d�o$ina.

Primenim �ti fakty dl� razbieni� R(Ω) d�o$ina k mnogogrannikov (sm. §3). V
mno�estve R(Ω, k) est~ podmno�estvo R0(Ω, k), sosto�wee iz teh mnogogrannikov
Γ, dl� kotoryh sootvetstvu�wie mnogogranniki Γ1, . . . , Γk ne le�at na soglaso-
vannyh gran�h mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆k. Drugimi slovami, iz teh mnogogran-
nikov Γ, dl� kotoryh ne suwestvuet nenulevogo kovektora ξ takogo, qto Γi ⊂ ∆ξ

i .
Iz opisani� grane$i d�o$ina (utver�denie 1 §3) i iz utver�deni� 2 i sledstvi�

1 iz nasto�wego paragrafa vytekaet

Sledstvie 2.
1. Dl� vs�ko$i koneqnoadditivno$i mery g, v kotoro$i izmerimy vse mnogogranniki
Γ iz razbieni� R(Ω) spravedlivo ravenstvo

g(Ω) =
∑

Γ∈R0(Ω,k)

(−1)codim Γg(Γ).

2.
1 =

∑

Γ⊂R0(Ω,k)

(−1)codim Γ.

Naxa osnovna� teorema (sm. §5) predstavl�et sobo$i primenenie sledstvi� 2
dl� special~no$i mery g v L1×L2, postroenno$i po zadanno$i mere µ v prostranstve
L1.

§5 Osnovna� teorema

Pust~ R(Ω) — proizvol~noe soglasovannoe razbienie mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆k

iz prostvanstva L1, priqem vse mnogogranniki iz ka�dogo razbieni� R(∆i) izme-
rimy v smysle koneqoadditivno$i mery µ. Pust~ buleva algebra Bµ izmerimyh
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mno�estv v smysle mery µ obladaet sledu�wim svo$istvom: esli ona soder�it
vypuklye mnogogranniki ∆1 i ∆2, to ona soder�it i ih summu Minkovskogo
∆1 + ∆2. V �tih predpolo�eni�h spravedliva sledu�wa�

Osnovna� teorema. Dl� vs�kogo izmerimogo soglasovannogo razbieni� R(Ω) mnogo-
grannikov ∆1, . . . , ∆k spravedlivo ravenstvo

∑

J∈2I

(−1)n−|J|µ

(
0 +

∑

i∈J

∆i

)
=

∑

Γ∈R0(Ω,k)

(−1)codim (Γ)

( ∑

J∈2I

(−1)n−|J|µ

(
0 +

∑

i∈J

Γi

))
,

gde I = (1, . . . , k) — otrezok natural~nogo r�da, summirovanie vedets� po vsem
podmno�estvam J mno�estva I.

Dokazatel~stvo. Po mere µ na prostranstve L1 stroits� nova� mera µ na pros-
transtve L1 × L2, soder�awem d�o$in Ω mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆k. Osnovna�
teorema poluqaets� primeneniem sledstvi� 2 iz §4 k �to$i mere. Naqnem s
postroeni� vspomogatel~no$i mery µJ v prostranstve L1 ×L2. Pust~ Ω — d�o$in
mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆k ⊂ L1 nad (k − 1)-mernym simpleksom s verxinami
A1, . . . , Ak, le�awem v prostranstve L2. Dl� vs�kogo nepustogo podmno�estva
J otrezka natural~nogo r�da I = (1, . . . , k) oboznaqim qerez LJ affinnoe pros-
transtvo, �vl��wes� proobrazom pri proektirovanii π : L1 × L2 → L2 toqki
AJ ∈ L2, opredelenno$i ravenstvom

AJ =
1
|J |

(∑

i∈J

Ai

)
,

gde |J |— qislo �lementov v mno�estve J . Oboznaqim qerez B0
J bulevu algebru na

affinnom prostranstve LJ , sosto�wu� iz mno�estv (X, AJ) takih, qto mno�estvo
|J |X, poluqennoe gomotetiqnym rast��eniem mno�estva X v |J | raz, le�it v
bulevo$i algebre Bµ. Polo�im µJ(X) ravno$i µ(|J |X). �ta mera rasprostran�et-
s� na bulevu algebru BJ v prostranstve L1×L2, sosto�wu� iz mno�estv Y takih,
qto Y ∩ LJ ∈ B0

J , po sledu�we$i formule: µJ = µJ (Y ∩ LJ). Legko videt~, qto
znaqenie mery µJ na d�o$ine mnogogrannikov Γ1, . . . , Γk ravna µ(

∑
i∈J Γi).

Opredelim tak�e meru µ∅ dl� pustogo podmno�estva ∅ ⊂ I. Buleva algebra
B∅ — �to buleva algebra, poro�denna� vsemi vypuklymi mnogogrannikami ∆ v
prostvranstve L1 × L2. Znaqenie mery µ∅ na mnogogrannike ∆ polo�im ravnym
µ(0), gde µ(0) — znaqenie mery µ na toqke 0 ∈ Ln. Drugimi slovami mera µ∅ —
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�to mera µ(0)E, gde E — prodol�enie po additivnosti �$ilerovo$i harakteris-
tiki na bulevu algebru B∅.

Polo�im, nakonec,
µ =

∑

J∈2I

(−1)n−|J|µJ ,

gde summirovanie vedets� po vsem podmno�estvam J otrezka natural~nogo r�da,
vkl�qa� i pustoe podmno�estvo. Mera µ opredelena na pereseqenii bulevyh
algebr BJ . Osnovna� teorema poluqaets� primeneniem sledstvi� 2 iz §4 k �to$i
mere.

Zameqanie. V dokazatel~stve teoremy my pol~zovalis~ suwestvovaniem prodol-
�eni� �$ilerovo$i harakteristiki na bulevu algebru B∅. Vmesto �togo dostatoqno
vospol~zovat~s� punktom 2 sledstvi� 2 iz §4.
Sledstvie. Dl� pravil~nogo razbieni� R(Ω) d�o$ina n mnogogrannikov v Rn spra-
vedlivo to�destvo

V (∆1, . . . , ∆n) =
∑

Γ⊂R0(Ω,n)

V (Γ1, . . . , Γn).

Dokazatel~stvo poluqaets� primeneniem osnovno$i teoremy k mere µ, ravno$i
obyqnomu evklidovu ob�emu.

§6 Polinomy na polugruppah

Funkci� f : G → R, opredelennu� na kommutativno$i polugruppe G, soder-
�awe$i nul~, nazovem polinomom stepeni ≤ k, esli dl� l�byh fiksirovannyh
�lementov a1, . . . , am polugruppy G funkci� f(λ1a1+· · ·+λmam) ot celyh neotrit-
satel~nyh qisel λ1, . . . , λm �vl�ets� polinomom stepeni ne vyxe qem k.

Nam ponadobits� klassiqeska� formula Te$ilora v koneqnyh raznost�h dl�
funkci$i na rexetke. So vs�kim �lementom a ∈ G sv�zano dva operatora v pros-
transtve vewestvennyh funkci$i na polugruppe G: operator sdviga La, oprede-
lenny$i formulo$i Laf(x) = f(x + a), i operator koneqno$i raznosti Da, oprede-
lenny$i formulo$i Daf(x) = f(x + a)− f(x).

Operatory sdviga i koneqno$i raznosti sv�zany sootnoxeniem La = Da +I, gde
I — to�destvenny$i operator.

Formula Te$ilora v koneqnyh raznost�h. Dl� l�byh celyh neotricatel~nyh qisel
λ1, . . . , λm i dl� vs�ko$i funkcii f : G → R spravedliva sledu�wa� formula Te$ilora

f(λ1a1 + · · ·+ λmam) =
∑

0≤k1≤λ1,...,0≤km≤λm

Ck1
λ1

. . . Ckm

λm
(Dk1

a1
◦ · · · ◦Dkm

am
f)(y),
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gde Cki

λi
=

λi(λi − 1) . . . (λi − ki + 1)
k!

— binomial~ny$i koefficient, C0
λi

= 1 i D0
ai

= I.

Dokazatel~stvo.

f(λ1a1 + · · ·+ λmam) = (Lλ1 ◦ · · · ◦ Lλmamf)(0) =

((Da1 + I)λ1 ◦ · · · ◦ (Dam + I)λm)(0) =
∑

Ck1
λ1

. . . Ckm

λm
(Dk1

a1
◦ · · · ◦Dkm

am
f)(0).

Iz formuly Te$ilora v koneqnyh raznost�h vytekaet

Sledstvie. Funkci� f �vl�ets� polinomom stepeni ≤ k, esli dl� l�bogo vybora
�lementov a1, . . . , ak+1 spravedlivo ravenstvo

(Da1 ◦ · · · ◦Dak+1f)(0) = 0.

Ska�em, qto f — polinomial~na� funkci� stepeni ≤ k otnositel~no pod-
polugruppy G0 ⊆ G, soder�awe$i nul~, 0 ∈ G0, esli dl� vs�kogo �lementa a ∈ G
ograniqenie funkcii fa(x) = f(a + x) na polugruppu G0 �vl�ets� na ne$i poli-
nomom stepeni ≤ k.

Utver�denie. Pust~ f — polinomial~na� funkci� stepeni ≤ k otnositel~no pod-
polugruppy G0. Pust~ sredi �lementov a1, . . . , am ne menee qem (k + 1) �lement
le�it v polugruppe G0. Togda

Da1 ◦ · · · ◦Damf ≡ 0.

Dokazatel~stvo. Zanumeruem �lementy a1, . . . , am tak, qtoby pervye (k+1) �lement
le�ali v polugruppe G0. Imeem

Da1 ◦ · · · ◦Damf = Dak+2 ◦ · · · ◦Dam(Da1 ◦ · · · ◦Dak+1f).

Funkci� Da1 ◦· · ·◦Dak+1f v l�bo$i toqke a ∈ G obrawaets� v nul~, tak kak funkci�
fa(x) = f(x + a) — polinom na polugruppe G0 stepeni ≤ k.

§7 O polinomial~nyh merah na prostranstve mnogogrannikov

Ostanovims� na primenenii osnovno$i teoremy. Pust~ G0 ⊂ Rn — proizvol~-
na� polugruppa po slo�eni�, soder�awa� toqku 0. S polugruppo$i G0 sv�zana
polugruppa G mnogogrannikov otnositel~no slo�eni� v smysle Minkovskogo,
sosto�wa� iz mnogogrannikov, vse verxiny kotoryh le�at v polugruppe G0.

Rassmotrim proizvol~nu� koneqnoadditivnu� meru µ na bulevo$i algebre
mno�estv, poro�denno$i mnogogrannikami iz polugruppy G. Ska�em, qto µ —
polinomial~na� mera stepeni ≤ k, esli dl� ka�dogo fiksirovannogo mnogogran-
nika ∆ ∈ G funkci� f∆(x) = µ(x + ∆) na polugruppe G0 �vl�ets� polinomom ste-
peni ≤ k. �to opredelenie soglasuets� s opredeleniem iz §6 polinomial~nosti
funkcii otnositel~no podpolugruppy.
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Teorema. Dl� vs�ko$i polinomial~no$i mery µ stepeni ≤ k i dl� l�byh fiksirovan-
nyh mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆m ∈ G funkci� µ(λ1∆1 + · · ·+ λm∆m) ot celyh neot-
ricatel~nyh qisel λ1, . . . , λm �vl�ets� polinomom stepeni ≤ n + k.

Dokazatel~stvo. S mero$i µ sv�zana funkci� µ : G → R na polugruppe G, sopostav-
l��wa� ka�domu mnogogranniku ∆ ∈ G ego meru µ(∆). Soglasno opisani� poli-
nomial~nyh funkci$i na polugruppe nam dostatoqno pokazat~, qto dl� l�bogo
(n + k + 1) mnogogrannika ∆1, . . . , ∆n+k+1 ∈ G spravedlivo ravenstvo

D∆1 ◦ · · · ◦D∆n+k+1µ(0) = 0.

Rassmotrim soglasovanie tavtologiqeskih razbieni$i mnogogrannikov ∆1, . . . , ∆n+k+1,
pri kotorom ka�dy$i soglasovanny$i nabor soder�it affinno nezavisimye grani
�tih mnogogrannikov (sm. sledstvie iz §1).

Ne menee qem (k+1) gran~ v ka�dom soglasovannom nabore grane$i Γ1, . . . , Γn+k+1

�vl��ts� verxinami, tak kak dimΓ1 + · · ·+ dim Γn+k+1 = n. Drugimi slovami, ne
menee qem (k + 1) iz mnogogrannikov Γ1, . . . , Γn+k+1 �vl��ts� �lementami polu-
gruppy G0. Soglasno utver�deni� iz §6 imeem

(DΓ1 ◦ · · · ◦DΓn+k+1µ)(0) = 0.

Dalee, soglasno osnovno$i teoreme spravedlivo ravenstvo

(D∆1 ◦ · · · ◦D∆n+k+1µ)(0) =
∑

Γ∈R0(Ω,n+k+1)

(−1)codim Γ(DΓ1 ◦ · · · ◦DΓn+k+1µ)(0) = 0.

Ots�da vytekaet, qto mera µ kak funkci� na polugruppe mnogogrannikov G
�vl�ets� polinomom stepeni ≤ n + k (sm. sledstvie iz §6).
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