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Бирационально-инвариантная теория пересечений является далеким обобщением и

развитием теоремы Бернштейна–Кушниренко. В статье приводятся прозрачные дока-
зательства теоремы Гильберта о степени проективного многообразия и ряда близких
утверждений, играющих важную роль в этой теории. Статью можно читать независи-
мо — в ней напоминаются все необходимые определения и результаты.

Введение. Теорема Гильберта (см. разд. 7) связывает степень проективного
многообразия с асимптотикой его функции Гильберта. В статье даются эле-
ментарные доказательства этой теоремы над полем комплексных чисел и ряда
близких утверждений, некоторые из которых (теорема 10) не очевидны с точки
зрения алгебраической геометрии.

Зачем снова доказывать классическую теорему, входящую в учебники по ал-
гебраической геометрии? Эта фундаментальная теорема играет ключевую роль
для недавно появившейся и находящейся в процессе построения бирационально-
инвариантной теории пересечений, как для ее комплексно-аналитической вер-
сии, так и версии, справедливой над любым алгебраически замкнутым полем.
Для алгебраической версии нужна теорема Гильберта в ее стандартной фор-
ме. Для аналитической версии естественно иметь аналитическое доказатель-
ство. Оно дает новое видение предмета и подсказывает новые алгебраические
результаты.
0.1. Бирационально-инвариантная теория пересечений.В 1975 г. была

найдена знаменитая теорема Бернштейна–Кушниренко о числе решений в (C∗)n

общей системы из n уравнений с заданными многогранниками Ньютона (дока-
зательство, основанное на теореме Гильберта, можно найти в [1], [2]). Ее по-
явлению способствовал богатый эмпирический материал, накопленный Влади-
миром Игоревичем Арнольдом при исследовании критических точек функций.
Она послужила началом теории многогранников Ньютона, которая в рамках
геометрии торических многообразий связала выпуклую геометрию с алгебра-
ической геометрией и с теорией особенностей ([3], [4]). Эта теория интенсивно
разрабатывалась (в частности, на семинаре Арнольда), ей посвящены сотни
публикаций.

Теорема Бернштейна–Кушниренко не укладывается в рамки обычной теории
пересечений: в ней идет речь о числе решений системы уравнений на неполном
многообразии (C∗)n , левые части уравнений которой — достаточно общие функ-
ции из специальных конечномерных пространств. Ответ выражается в терми-
нах многогранников Ньютона, само определение которых использует специфику
этих пространств и многообразия (C∗)n .

∗Работа выполнена при частичной поддержке Канадского гранта no. 0GP0156833.
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В бирационально-инвариантной теории пересечений вместо (C∗)n берется
любое (не обязательно полное) неприводимое n-мерное алгебраическое многооб-
разие X и рассматриваются системы, левые части уравнений которых — общие
функции из произвольных конечномерных пространств рациональных функций
на X . Эти конечномерные пространства образуют полугруппу (по умножению)
K(X). Индекс пересечения n элементов из K(X) — это (правильно интерпре-
тированное) число решений системы, левые части уравнений которой — общие
функции из этих n пространств. Индекс пересечения автоматически переносит-
ся на группу Гротендика полугруппы K(X). Каждому пространству L ∈ K(X)
сопоставляется его тело Ньютона–Окунькова Δ(L) ⊂ Rn таким образом, что
Δ(L1) + Δ(L2) ⊂ Δ(L1L2) и что индекс самопересечения пространства L равен
(как в теореме Кушниренко) умноженному на n! объему тела Δ(L) (конструк-
ция тела Δ(L) неоднозначна и содержит функциональные параметры, которые
можно выбирать произвольно). Развиваемая теория связывает алгебру и гео-
метрию вне рамок торической геометрии (см. [5], а также [6]).

Эта связь полезна в различных направлениях. Для алгебраической геометрии
она доставляет элементарные доказательства аналогов геометрических нера-
венств Александрова–Фенхеля в теории пересечений ([5], [8]) и далекое обоб-
щение теоремы об аппроксимации Фуджиты ([6], [8]). Для теории инвариантов
она доставляет аналоги теоремы Бернштейна–Кушниренко для оросферических
многообразий [9] и некоторых других многообразий, снабженных действием ре-
дуктивной группы ([10], [11]), и позволяет вычислить группу Гротендика полу-
группы представлений редуктивной группы [10] (рассматриваемых с точностью
до спектральной эквивалентности). В абстрактной алгебре она позволяет выде-
лить широкий класс градуированных алгебр, функции Гильберта которых не
совпадают при больших значениях аргумента с полиномом, но имеют полино-
миальную асимптотику, а константы, характеризующие асимптотику, удовле-
творяют аналогу геометрического неравенства Брунна–Минковского [8]. Для
геометрии найденная связь доставляет прозрачное доказательство неравенства
Александрова–Фенхеля и его многочисленных следствий ([5], [8]). Связь осно-
вана на геометрической теории полугрупп целых точек [8].

Опубликована часть комплексно-аналитической версии теории, содержащая
ее глобальный вариант и вариант, связанный с действием редуктивных групп
(см. список литературы). Мы с К. Каве записываем локальный вариант, достав-
ляющий новые неравенства (аналогичные неравенству Александрова–Фенхеля)
для кратностей примарных идеалов в локальном кольце. Соображения из на-
стоящей статьи применяются для топологического доказательства формулы Са-
мюэля для кратности корня системы уравнений в особой точке многообразия.

Мы записываем также версию теории, справедливую над любым алгебраиче-
ски замкнутым полем (здесь мы пользуемся теоремой Гильберта в стандартной
форме). Мы получаем абстрактные аналоги всех результатов, включая аналог
для абстрактных локальных колец наших новых неравенств для кратностей
примарных идеалов.
0.2. Содержание статьи. Пусть X — неприводимое n-мерное комплекс-

ное алгебраическое многообразие и K(X) — полугруппа по умножению ненуле-
вых конечномерных подпространств над C поля рациональных функций C(X)
на X . Функция Гильберта HL и нормализованная функция Гильберта HL про-
странства L ∈ K(X) определяются равенствами HL(k) = dimC Lk и HL(k) =
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dimC Lk , где Lk — целое замыкание пространства Lk в поле C(X) (см. разд. 2
и 6). Асимптотики функций HL � HL связаны с индексом самопересечения d
пространства L.

Ситуация наиболее проста, если пространство L разделяет общие точки в X .
В этом случае существуют верхние и нижние оценки функций HL � HL , име-
ющие одинаковые асимптотики при k → ∞ и зависящие лишь от n и d (а не
от X и L). Доказательства основаны на свойствах индексов пересечения на ал-
гебраических многообразиях и на несложных рассуждениях, справедливых для
любых аналитических многообразий.

Из оценок вытекает, что

n! lim
k→∞

HL(k)
nk

= d и n! lim
k→∞

HL(k)
nk

= d.

Первое из этих равенств эквивалентно теореме Гильберта для неприводимого
проективного многообразия над полем C и дает самое простое из известных
мне доказательств этой теоремы. Для приводимых проективных многообразий
не существует двусторонних оценок функции Гильберта, зависящих лишь от n
и d и имеющих правильные асимптотики.

Если пространство L ∈ K(X) не разделяет общие точки в X , то равенство
n! limk→∞ HL(k)/nk = d не выполняется. Если d > 0, то, во-первых, существует
верхняя оценка функции HL , зависящая лишь от n и d и имеющая нужную
асимптотику, и, во-вторых, справедливо равенство d = n! lim HL(k)/nk (нижней
оценки подобного вида для функции HL не существует). В общем случае, без
предположения d > 0, не существует и верхней оценки подобного вида для
функции HL , но равенство d = n! lim HL(k)/nk по-прежнему справедливо. Оно
и доставляет связь асимптотики нормализованной функции Гильберта HL и
индекса самопересечения пространства L.
0.3. Расположение материала. Мы напоминаем нужные положения би-

рационально-инвариантной теории пересечений в разд. 1 и 2. В разд. 3 вводятся
обозначения, используемые в разд. 4 и 5 при оценке размерностей некоторых
пространств аналитических функций. В разд. 6 напоминаются свойства целого
замыкания и дается простое доказательство того, что dimC L < ∞ при L ∈
K(X). В разд. 7 разбирается случай, когда L разделяет общие точки в X , в
разд. 8 — случай, когда d > 0. В разд. 9 в общем случае доказывается связь
асимптотики функции HL и индекса самопересечения.
1. Индекс пересечения в полугруппе K(X). Пусть X — неприводимое

n-мерное алгебраическое многообразие (в статье под алгебраическим многооб-
разием мы подразумеваем квазипроективное алгебраическое многообразие) над
полем C . Пусть K(X) — множество, состоящее из ненулевых конечномерных
подпространств над C поля C(X) рациональных функций на X . Множество
K(X) наделено структурой коммутативной полугруппы относительно следу-
ющей операции умножения: произведением пространств L, M ∈ K(X) называ-
ется пространство LM ∈ K(X), натянутое на все функции вида fg , где f ∈ L,
g ∈ M .

Для всякого набора L1, . . . , Ln ∈ K(X) определен (см. [7]) индекс пересечения
[L1, . . . , Ln]: число [L1, . . . , Ln] равно числу решений в X системы уравнений
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f1 = · · · = fn = 0, где f1 ∈ L1, . . . , fn ∈ Ln — общий набор функций из про-
странств L1, . . . , Ln . При подсчете числа решений не учитываются решения, в
которых обращаются в нуль все функции из некоторого пространства Li , где
1 � i � n, т. е. такие решения a ∈ X , что f(a) = 0, если f ∈ Li . Не учитываются
также решения, в которых хотя бы одна функция g из одного из пространств
Lj имеет полюс. Напомним основные свойства индекса пересечения (см. [7]).

1) Индекс пересечения определен корректно. Скажем, что некоторым свой-
ством обладает общий элемент линейного пространства M над C , если суще-
ствует комплексное полуалгебраическое множество Σ ⊂ M , такое, что этим
свойством обладают элементы множества M \ Σ и dim Σ < dim M . Пусть
L1, . . . , Ln ∈ K(X) — любой набор пространств и O ⊂ X — любое комплекс-
ное полуалгебраическое подмножество, такое, что

(a) O содержит все особые точки многообразия X ,
(b) для 1 � i � n справедливо включение Oi ⊂ O, где Oi — множество точек,

в которых обращаются в нуль все функции из пространства Li ,
(c) O содержит объединение дивизоров полюсов всех функций из пространств

L1, . . . , Ln ,
(d) выполнено неравенство dim O < dim X .
Под корректностью определения индекса пересечения мы понимаем следую-

щее утверждение: для общего элемента (f1, . . . , fn) ∈ L1 × · · · × Ln все корни
системы уравнений f1 = · · · = fn = 0 , лежащие в множестве X \ O , невы-
рожденны (т.е. дифференциалы dfi линейно независимы в каждом корне) и
их число не зависит от выбора множества O , удовлетворяющего условиям
(a)–(d), и равно [L1, . . . , Ln] .

2) Индекс пересечения симметричен, т. е. не меняется при перестановке про-
странств. Это свойство непосредственно вытекает из определения.

3) Индекс пересечения полилинеен. Линейность индекса по первому аргументу
означает, что для любых пространств L′

1, L
′′
1 , L2, . . . , Ln ∈ K(X) справедливо

равенство [L′
1L

′′
1 , L2, . . . , Ln] = [L′

1, L2, . . . , Ln] + [L′′
1 , L2, . . . , Ln]. Линейность по

остальным аргументам определяется аналогично.
2. Группа Гротендика полугруппы K(X). Как и для всякой коммута-

тивной полугруппы, для полугруппы K(X) определены ее полугруппа Гротен-
дика и ее группа Гротендика.
Определение 1.Два элемента a, b коммутативной полугруппы S называют-

ся эквивалентными, a ∼ b, если существует элемент c ∈ S , такой, что ac = bc.
Множество классов эквивалентности с индуцированной операцией умножения
образует коммутативную полугруппу с сокращением (т. е. полугруппу, в которой
из равенства AC = BC вытекает, что A = B), называемую полугруппой Гро-
тендика полугруппы S . Полугруппу Гротендика полугруппы K(X) мы будем
обозначать через KG(X).
Определение 2. С коммутативной полугруппой S связано множество G(S)

пар (a, b) элементов a, b ее полугруппы Гротендика, в котором введено отож-
дествление (a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ad = bc. Множество G(S) с операцией умножения
(a, b)(c, d) = (ac, bd) и операцией обращения (a, b)−1 = (b, a) является группой,
которая называется группой Гротендика полугруппы S . Группу Гротендика
полугруппы K(X) будем обозначать через G(X).

Всякий гомоморфизм τ : S → G коммутативной полугруппы S в комму-
тативную группу G однозначно пропускается через естественное отображение
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ρ : S → G(S) полугруппы S в ее группу Гротендика, т. е. существует единствен-
ный гомоморфизм τ̃ : G(S) → G, такой, что τ = τ̃ ◦ ρ.
Утверждение 1. Пусть L1, . . . , Ln ∈ K(X) и L′

1, . . . , L
′
n ∈ K(X) , причем

L1 ∼ L′
1, . . . , Ln ∼ L′

n . Тогда [L1, . . . , Ln] = [L′
1, . . . , L

′
n] .

Доказательство. Покажем, что [L1, L2, . . . , Ln] = [L′
1, L2, . . . , Ln]. Действи-

тельно, по линейности индекса пересечения отображение K(X) �→ Z, сопостав-
ляющее элементу L ∈ K(X) число [L, L2, . . . , Ln] ∈ Z, является гомоморфизмом
полугруппы K(X) в группу Z. Этот гомоморфизм продолжается на группу Гро-
тендика, откуда и вытекает нужное равенство. В силу симметрии индекса пере-
сечения все остальные пространства тоже можно заменить на эквивалентные,
не меняя индекса пересечения.

Обсудим очевидные свойства соотношения эквивалентности L1 ∼ L2 в полу-
группе K(X):
Утверждение 2. (i) Если L1 ∼ L2 , то L1 + L2 ∼ L1 ∼ L2 .
(ii) Если L1 ∼ L2 и выполняются включения L1 ⊂ L ⊂ L2 , то L1 ∼ L ∼ L2 .
Доказательство. (i) Если L1M = L2M , то (L1 + L2)M = L1M + L2M =

L1M = L2M .
(ii) Если L1 ⊂ L ⊂ L2 и L1M = L2M , то L1M ⊂ LM ⊂ L2M . Поэтому

L1M = LM = L2M .
Скажем, что функция f ∈ C(X) тривиальна над L ∈ K(X), если L ∼ L(f),

где L(f) — пространство, порожденное функциями из L и функцией f .
Утверждение 3. (i) Если L ⊂ M , L ∼ M и f ∈ M , то L(f) ∼ L .
(ii) Тривиальные над L ∈ K(X) функции образуют линейное пространство

над C .
(iii) Если L(f) ∼ L и g тривиальна над L(f) , то L(g) ∼ L .
(iv) Если f тривиальна над Lk и g тривиальна над Lm , то fg тривиальна

над Lk+m .
Доказательство. (i) Имеем L ⊂ L(f) ⊂ M . Так как L ∼ M , то L(f) ∼ L.
(ii) Пусть L(f) ∼ L и L(g) ∼ L. Тогда L(f) + L(g) ∼ L. Для λ, μ ∈ C имеем

L ⊂ L(λf + μg) ⊂ L(f) + L(g). Поэтому L(λf + μg) ∼ L.
(iii) Положим L′ = L(f). Имеем L′ ∼ L и L′(g) ∼ L′ , откуда L′(g) ∼ L и,

следовательно, L(g) ∼ L.
(iv) Если Lk(f) ∼ Lk и Lm(g) ∼ Lm , то Lk(f)Lm(g) ∼ Lk+m . Далее Lk+m ⊂

Lk(f)Lm(g) и fg ∈ Lk(f)Lm(g), поэтому Lk+m(fg) ∼ Lk+m .
Тривиальность функции f над пространством L можно описать совершенно

в других терминах (см. [7], [12]).
Определение 3. Функция f ∈ C(X) называется целой функцией над L ∈

K(X), если она удовлетворяет некоторому уравнению

fd + a1f
d−1 + · · · + ad = 0, (1)

коэффициенты ai которого лежат в пространствах Li .
Утверждение 4. L(f) ∼ L , если и только если f — целая функция над L .
Доказательство. Если f удовлетворяет уравнению (1), то L(f)(L(f))d =

L(L(f))d . Это доказывает, что целая функция над L тривиальна над L.
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Пусть L(f) ∼ L. Тогда есть M ∈ K(X), такое, что LM = L(f)M . Пусть
e1, . . . , ed — базис пространства M над полем C . Равенство LM = L(f)M озна-
чает, что выполняются тождества fei =

∑
bi,jej , где bi,j — некоторые элемен-

ты пространства L. Поэтому f является корнем характеристического полинома
det(B−fI) = 0 (d×d)-матрицы B = {bi,j}. Это доказывает, что если L(f) ∼ L,
то f — целая функция над L.
Следствие 5. Пусть L(f) ∼ L и все функции из L ∈ K(X) регулярны в

области U ⊂ X . Тогда f регулярна в U .

3. Обозначения. Ниже, в пп. 3.1 и 3.2, определяются специальные целочис-
ленные функции, в терминах которых формулируются оценки из разд. 4 и 5.
В п. 3.3 вводятся общие для этих пунктов обозначения.
3.1. Пусть Q(n, l) — размерность пространства полиномов степени � l от n

переменных. Число Q(n, l) равно числу целых точек в n-мерном симплексе Δ,
заданном неравенствами 0 � u1, . . . , 0 � un , u1 + · · ·+ un � l. Объем симплекса
Δ равен ln/n!. Поэтому при заданном n и l → ∞ имеем Q(n, l) ≈ ln/n!. Легко
видеть, что Q(n, l) = Cn

l+n .
Пространство однородных полиномов степени k от n + 1 переменных изо-

морфно пространству полиномов степени � k от n переменных. Поэтому
Q(n + 1, k) − Q(n + 1, k − 1) = Q(n, k). Отсюда получаем равенство

Q(n + 1, k) − Q(n + 1, k − d) = Q(n, k) + Q(n, k − 1) + · · · + Q(n, k − d + 1).

3.2. В разд. 5 нам понадобится следующее определение.
Определение 4. Пусть N = kd + r, где r, 0 � r < d, — остаток от деления

числа N на число d. Определим функцию F от (n, d, N) формулой

F (n, d, N) = rQ(n, k) + (d − r)Q(n, k − 1).

При заданных n, d и N → ∞ имеем F (n, d, N) ≈ dkn/n!, где k = [N/d].
3.3. В разд. 4 и 5 мы будем использовать следующие обозначения:
X∗ — n-мерное комплексно-аналитическое многообразие;
L — конечномерное пространство аналитических функций на X∗ , содер-

жащее константы; мы будем предполагать, что L содержит набор функций
x1, . . . , xn , такой, что в множестве решений системы уравнений x1 = · · · =
xn = 0 на X∗ найдется подмножество Y = {y1, . . . , yd}, состоящее из невы-
рожденных решений (т. е. в точках множества Y дифференциалы dxi функций
xi для i = 1, . . . , n линейно независимы);

x : X∗ → Cn — отображение, заданное формулой x(q) = (x1(q), . . . , xn(q));
x−1

i : U → Vi — локальное обращение отображения x, такое, что x−1
i (0) = yi ,

Vi — окрестность точки yi и U — окрестность точки 0 (общая для всех i,
1 � i � d).
4. Оценка размерности снизу. В следующей простой лемме 6 мы пользу-

емся обозначениями, введенными в разд. 3.
Лемма 6. 1. Пусть функция f ∈ L принимает в точках y1, . . . , yd различ-

ные значения. Тогда f не удовлетворяет никакому уравнению

a1(x)fd−1 + · · · + ad(x) = 0,

в котором a1, . . . , ad — полиномы на C
n (не равные нулю одновременно).
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2. Пусть существует функция f ∈ L , принимающая в точках y1, . . . , yd

различные значения. Тогда

dimC Lk � Q(n+1, k)−Q(n+1, k−d) = Q(n, k)+Q(n, k−1)+ · · ·+Q(n, k−d+1).

Доказательство. 1. Пусть fi — функция в области U , заданная формулой
fi = f(x−1

i ). При разных i, j функции fi , fj в окрестности U не совпадают и
удовлетворяют уравнению a1y

d−1 + · · · + ad = 0. Но уравнение степени d − 1
имеет не более d − 1 корней. Противоречие доказывает п. 1.

2. Пространство Lk содержит функции a1(x)fd−1 + · · · + ad(x), в которых
ai — полиномы от x1, . . . , xn степени, меньшей или равной k− d + i. По п. 1 эти
функции линейно независимы. Лемма 6 доказана.

Скажем, что пространство L ∈ K(X) разделяет общие точки в алгебраиче-
ском многообразии X , если существует полуалгебраическое множество O(L) ⊂
X , такое, что: (i) dim O(L) < dim X ; (ii) O(L) содержит дивизор полюсов функ-
ций из L; (iii) для любых различных точек a, b ∈ X \O(L) существует функция
g ∈ L, такая, что g(a) = g(b).
Лемма 7. Пусть L ∈ K(X) разделяет общие точки в X и Y ⊂ X — конеч-

ное множество, не пересекающееся с O(L) . Тогда существует функция f ∈ L ,
принимающая разные значения в различных точках множества Y .
Доказательство. Множество функций из L, принимающих равные значе-

ния в паре различных точек из Y , является собственным подпространством в L.
Объединение конечного числа собственных подпространств не может совпадать
с L.
Теорема 8. Пусть L ∈ K(X) разделяет общие точки на неприводимом

n-мерном алгебраическом многообразии X и [L, . . . , L] = d > 0 . Тогда

dimC Lk � Q(n+1, k)−Q(n+1, k−d) = Q(n, k)+Q(n, k−1)+ · · ·+Q(n, k−d+1).

Доказательство. Положим X∗ = X \ (D ∪ O), где D — дивизор полюсов
функций из пространства L и O — объединение множества особых точек мно-
гообразия X с множеством точек, на которых обращаются в нуль все функции
из пространства L. По лемме 7 найдется функция f ∈ L, принимающая в точ-
ках y1, . . . , yd различные значения. Для завершения доказательства осталось
воспользоваться п. 2 леммы 6.

5. Оценка размерности сверху. В формулировке леммы 9 мы используем
обозначения из разд. 3 и предполагаем, что многообразие X∗ связно.
Лемма 9. Пусть M — линейное пространство аналитических функций на

X∗ , содержащее константы и такое, что dimC M > F (d, n, N) . Тогда есть
функции l1, . . . , ln−1 ∈ L и ϕ ∈ M , такие, что система уравнений l1 = · · · =
ln−1 = ϕ = 0 имеет не меньше чем N невырожденных решений в X∗ .
Доказательство. Выделим r точек y1, . . . , yr из множества Y . Пусть Ωk,Y —

линейное пространство, точка которого — это набор k-струй гладких функций в
точках y1, . . . , yr и набор (k − 1)-струй гладких функций в точках yr+1, . . . , yd .
Ясно, что dimC Ωk,Y = F (n, d, N) < dimC M . Поэтому существует ненулевая
функция g ∈ M , которая переходит в нуль при отображении τ : M → Ωk,Y ,
сопоставляющем функции набор ее k-струй в точках y1, . . . , yr и набор ее
(k − 1)-струй в точках yr+1, . . . , yd .
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Если h — однородная линейная функция на Cn , то функция h(x) лежит
в L. Рассмотрим однородную систему линейных уравнений h1 = · · · = hn−1 = 0
в C

n . Ей соответствует система уравнений l1 = · · · = ln−1 = 0 в X∗ , где
li = hi(x), которая определяет гладкие кривые Γ1, . . . , Γd в областях V1, . . . , Vd ,
проходящие через точки y1, . . . , yd .

Если уравнения h1 = · · · = hn−1 = 0 достаточно общие, то ограничения функ-
ции g на кривые Γ1, . . . , Γd не равны тождественно нулю и имеют нули крат-
ностей � k + 1 в точках y1, . . . , yr и нули кратности � k в точках yr+1, . . . , yd .
Действительно, отображение x отождествляет окрестности Vi ⊂ X∗ точек yi с
окрестностью U ⊂ C

n точки 0. При этом отождествлении каждая из кривых
Γ1, . . . , Γd переходит в часть прямой h1 = · · · = hn−1 = 0, лежащую в области U .
Ограничение функции g на область Vi переходит в функцию gi = g(x−1

i ) на об-
ласти U , не равную тождественному нулю (в противном случае в силу аналитич-
ности функции g и связности многообразия X∗ функция g тоже тождественно
равна нулю, что не так). Раз функции g1, . . . , gd не равны тождественному ну-
лю в области U , то для почти всякой прямой h1 = · · · = hn−1 = 0 ограничение
каждой из функций gi на эту прямую не обращается в тождественный нуль.

Поэтому система уравнений l1 = · · · = ln−1 = ϕ = 0, где ϕ = g − ε = 0,
при малом ε будет иметь не меньше чем N невырожденных корней: не меньше
чем по k + 1 невырожденных корней на кривых Γ1, . . . , Γr и не меньше чем по
k невырожденных корней на кривых Γr+1, . . . , Γd . Лемма 9 доказана, так как
(k + 1)r + k(d − r) = kd + r = N .
Теорема 10. Пусть X — неприводимое n-мерное алгебраическое многообра-

зие, L ∈ K(X) и [L, . . . , L] = d > 0 . Тогда если M ∈ K(X) и [L, . . . , L, M ] � N ,
то dimC M � F (n, d, N + 1) .
Доказательство. Положим X∗ = X \ (D ∪ O), где D — дивизор полюсов

функций из пространств L и M и O — объединение множества особых точек
многообразия X с множествами точек O1 и O2 , на которых обращаются в нуль
соответственно все функции из пространств L и M . Если dim M > F (n, d, N+1),
то по лемме 9 найдутся функции l1, . . . , ln−1 ∈ L и φ ∈ M , такие, что система
l1 = · · · = ln−1 = φ = 0 имеет не менее чем N + 1 невырожденных корней в X∗ ,
что противоречит неравенству [L, . . . , L, M ] � N . Теорема 10 доказана.
Следствие 11. В условиях теоремы 10
(i) если M ∼ L , то dimC M � n + d ;
(ii) если M ∼ Lk , то dimC M � Q(n, k + 1) + (d − 1)Q(n, k) .
Доказательство.Пункт (ii) вытекает из теоремы 10, так как [L, . . . , L, Lk] =

kd и F (n, d, kd + 1) = Q(n, k) + (d − 1)Q(n, k − 1). Пункт (i) вытекает из п. (ii),
так как Q(n, 1) = n + 1 и Q(n, 0) = 1.

6. Целое замыкание подпространства.Вернемся к эквивалентности, пре-
вращающей полугруппу K(X) в ее полугруппу Гротендика KG(X).
Определение 5. Для всякого пространства L ∈ K(X) определим его целое

замыкание L как множество всех функций f ∈ C(X), целых над L.
Из утверждений 3 и 4 видно, что множество L является линейным простран-

ством. Если L, M ∈ K(X) и L ⊂ M , то L ⊂ M .
Утверждение 12. Пусть X — неприводимое n-мерное алгебраическое мно-

гообразие, L ∈ K(X) и [L, . . . , L] = d > 0 . Тогда dimC L � d + n .
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Доказательство вытекает из следствия 11, п. (ii).
Следствие 13. (i) Если L ∈ K(X) , то L имеет конечную размерность,

т.е. L ∈ K(X) .
(ii) Для M ∈ K(X) имеем M ∼ L ⇐⇒ M = L .
Доказательство. Пункт (i) в случае [L, . . . , L] > 0 доказан в утвержде-

нии 12. Если [L, . . . , L] = 0, то вместо L возьмем любое большее пространство
L ⊂ M , такое, что [M, . . . , M ] > 0. Согласно утверждению 12, dimC M < ∞.
Пункт (i) доказан, так как L ⊂ M .

(ii) Согласно п. (i), среди всех пространств, эквивалентных заданному про-
странству L, есть наибольшее пространство L. Отсюда вытекает п. (ii).

Следствие 13 вытекает также из теоремы Нётер о целом замыкании ([7], [12]).
Но наши оценки и здесь позволяют избежать ссылок на алгебраическую гео-
метрию. Пример 1 показывает, что оценка из утверждения 12 неулучшаема.
Пример 1. Пусть X = C

n , x1, . . . , xn — координаты в C
n . Возьмем в

качестве L пространство, порожденное функциями 1, x1, . . . , x
d
1 и функциями

x2, . . . , xn . Тогда [L, . . . , L] = d и dimC L = d + n.
Определение 6. Для пространства L ∈ K(X) функция Гильберта HL и

нормализованная функция Гильберта HL определяются равенствами

HL(k) = dimC Lk, HL(k) = dimC Lk.

7. Случай, когда пространство функций разделяет точки.
Теорема 14. Пусть L ∈ K(X) разделяет общие точки неприводимого

n-мерного алгебраического многообразия X . Пусть [L, . . . , L] = d > 0 . Тогда
∑

k−d<i�k

Q(n, i) � HL(k) � HL(k) � F (n, d, kd + 1), (2)

[L, . . . , L] = lim
k→∞

n! HL(k)
kn

= lim
k→∞

n! HL(k)
kn

. (3)

Доказательство. Соотношение (2) вытекает из теорем 8 и 10. Имеем∑
k−d<i�k Q(n, i) ≈ F (n, d, kd + 1) ≈ dkn/n!. Поэтому (3) вытекает из (2).
Пример 2. Оценка снизу HL(k) �

∑
k−d<i�k Q(n, i) точна для алгебраиче-

ской гиперповерхности X ⊂ C
n+1 степени d и пространства L, порожденного

координатными функциями в Cn+1 и константами.
Пример 3. Пусть X — неприводимая плоская алгебраическая кривая степе-

ни d, а L — пространство, порожденное константами и координатными функ-
циями. В этом случае нижняя оценка размерности dimC Lk точна (см. при-
мер 2). Верхняя оценка HL(k) � kd + 1 для кривой X рода нуль точна, т. е.
HL(k) = kd+1. При k � 0 для любого m, такого, что 1−(d−1)(d−2)/2 � m � 1,
можно построить плоскую кривую, для которой нижняя оценка точна, а верх-
няя оценка есть dimC Lk = kd + m.
Пример 4. Если [L, . . . , L] = 1 и если [L, . . . , L] = 2, то верхняя оценка

функции HL(k) совпадает с нижней оценкой функции HL(k). В этом случае
теорема дает формулу для функций HL(k) = HL(k).
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Степенью d(X) проективного n-мерного многообразия X ⊂ CPN называ-
ется число точек его пересечения с общим проективным подпространством ко-
размерности n. С многообразием X ⊂ CPN связан идеал IX ⊂ C[x0, . . . , xN ],
состоящий из полиномов от однородных координат (x0 : · · · : xN ) на CPN ,
обращающихся в нуль на X , и кольцо AX = C[x0, . . . , xN ]/IX . Кольцо AX раз-
лагается в прямую сумму однородных компонент AX = A0+A1+. . . . Функцией
Гильберта H[X] многообразия X ⊂ CPN называется функция на неотрицатель-
ных целых числах, определенная формулой H[X](k) = dimC Ak .
Теорема Гильберта. Для любого неприводимого n-мерного проективного

многообразия X ⊂ CPN существует предел l(X) = limk→∞ H[X](k)/kn . Более
того, степень d(X) многообразия X равна n! l(X) .
Замечание.В формулировку теоремы Гильберта обычно добавляется утвер-

ждение о полиномиальности функции HX при достаточно больших значениях
аргумента. Это свойство функций Гильберта справедливо для любых конечно
порожденных градуированных модулей над кольцом полиномов и не связано
со степенью проективного многообразия. В теореме Гильберта можно не пред-
полагать, что многообразие X неприводимо (общий случай сводится к случаю
неприводимого многообразия).
Доказательство теоремы Гильберта. Теорема 14 не только содержит тео-

рему Гильберта, но и доставляет явные оценки функции Гильберта для любого
значения аргумента. Действительно, пусть D — общее гиперплоское сечение.
Представим CPN в виде объединения пространства C

N и «бесконечно удален-
ного» пространства CPN−1 и будем считать, что D — пересечение многообразия
X с CPN−1 .

Рассмотрим аффинное многообразие Xaf = X \ D ⊂ C
N . На нем есть вы-

деленное конечномерное пространство функций L, состоящее из ограничений
на Xaf полиномов первой степени. Непосредственно из определения видно, что
HL = H[X] . Степень d(X) многообразия X равна числу решений общей системы
линейных уравнений l1 = · · · = ln = 0 на Xaf , т. е. d(X) = [L, . . . , L].

Многообразие Xaf с пространством функций L удовлетворяют всем усло-
виям теоремы 14. Действительно, Xaf ⊂ CN и L содержит ограничения на
Xaf всех координатных функции на CN . Поэтому пространство L разделяет
точки на Xaf . Покажем, что [L, . . . , L] > 0. Возьмем любое аффинное про-
странство M коразмерности n, проходящее через какую-либо гладкую точку
a ∈ Xaf трансверсально к Xaf . Пространство M задается системой уравнений
l1 = · · · = ln = 0, в которой li — полиномы первой степени. Эта система на Xaf

имеет невырожденный корень a. Общая система уравнений l1 = · · · = ln = 0
на Xaf , где li ∈ L, имеет не меньше невырожденных корней на Xaf . Поэтому
[L, . . . , L] > 0. Теперь двусторонние оценки функции H[X] и теорема Гильберта
вытекают из теоремы 14.

8. Случай, когда самопересечение положительно.
Утверждение 15. Пусть X— неприводимое n-мерное алгебраическое мно-

гообразие, L ∈ K(X) и [L, . . . , L] = d > 0 . Рассмотрим отображение x : X →
Cn , в котором x = (x1, . . . , xn) — общий набор функций из пространства L .
Тогда всякая функция f ∈ C(X) удовлетворяет уравнению fd+a1(x)fd−1+· · ·+
a0(x) = 0 , в котором a1, . . . , ad — некоторые рациональные функции на C

n .



92 А. Г. Хованский

Доказательство. Так как [L, . . . , L] = d, то в Cn существует полуалгебраи-
ческое множество Σ ⊂ C

n , такое, что dim Σ < n и каждая точка z ∈ C
n\Σ имеет

ровно d невырожденных прообразов yi = x−1
i (z) при отображении x : X → C

n .
Для φ ∈ C(X) функция Tracex φ на области C

n \ Σ, определенная формулой
Tracex φ =

∑
i φ(x−1

i ), продолжается до рациональной функции на Cn . Это про-
должение мы будем обозначать тем же символом Tracex φ. Для k = 0, . . . , d− 1
рассмотрим симметрические функции Ньютона Nk =

∑
i fk(x−1

i ) = Tracex fk

от ветвей f(x−1
i ) многозначной функции f(x−1) . Пусть Sk = Pk(N1, . . . , Nk) —

выражение базисной симметрической функции от ветвей f(x−1
i ) через симмет-

рические функции Ньютона этих ветвей. Тогда fd −S1f
d−1 + · · ·+(−1)dSd = 0.

Следствие 16. В условиях утверждения 15 существует число m , такое,
что пространство Lm содержит функцию g , разделяющую точки y1, . . . , yd .
Доказательство. Пусть z — точка области C

n \ Σ и f ∈ C(X) — функция,
регулярная в точках множества Y = (x)−1(z) и принимающая разные значения
в различных точках этого множества. Функция f удовлетворяет уравнению fd−
S1f

d−1 + · · ·+(−1)dSd = 0, в котором Si — рациональные функции, регулярные
в точке z . Функция g = fQ, где Q — наименьшее общее кратное знаменателей
рациональных функций S1, . . . , Sd , удовлетворяет уравнению gd − QS1g

d−1 +
· · ·+ (−1)dQdSd = 0 с полиномиальными коэффициентами (−1)iQiSi . Функция
g разделяет точки множества Y , так как Q(z) = 0, и функция f разделяет
точки множества Y . Осталось отметить, что функция g лежит в пространстве
Lm , где m — любое число, большее всех чисел deg(QiSi)/i при i = 1, . . . , d.
Теорема 17. Пусть X — неприводимое n-мерное алгебраическое многооб-

разие, L ∈ K(X) и [L, . . . , L] = d > 0 . Тогда

HL(k) � F (n, d, kd + 1), (4)

[L, . . . , L] = lim
k→∞

n! HL(k)
kn

. (5)

Доказательство. Неравенство (4) вытекает из теоремы 10. По следствию
16 при некотором m пространство Lm разделяет общие точки в X . Имеем
[Lm, . . . , Lm] = dmn . Положим p = [k/m]. Так как (Lm)p ⊂ Lk , то из ниж-
ней оценки в (2) получаем dimC Lk � dimC(Lm)p �

∑
p−dnm<i�p Q(n, i) ≈

dmnpn/n! ≈ dkn/n!. Для доказательства равенства (5) достаточно воспользо-
ваться неравенством (4), так как F (n, d, kd + 1) ≈ dkn/n!.

9. Общий случай. Со всяким пространством L ∈ C(X) связано рациональ-
ное обобщенное отображение Веронезе ρL : X → L∗ , определенное формулой
〈ρL(x), f〉 = f(x) для f ∈ L. Обозначим через XL замыкание по Зарисскому
образа многообразия X при отображении ρL .
Утверждение 18. Пусть X — неприводимое n-мерное алгебраическое мно-

гообразие и L ∈ K(X) . Тогда [L, . . . , L] > 0 , если и только если dim XL = n .
Доказательство. Если dim XL < n, то почти любое аффинное подпростран-

ство в L∗ коразмерности n не пересекает многообразия XL . Поэтому почти лю-
бая система уравнений l1 = · · · = ln = 0, где li ∈ L, не имеет решений в X , т. е.
[L, . . . , L] = 0.
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Пусть dim XL = n. Положим X∗ = X \ O, где O — объединение множе-
ства особых точек многообразия X с дивизором полюсов функций из L. Образ
многообразия X∗ при обобщенном отображении Веронезе имеет размерность n.
Поэтому найдется аффинное подпространство коразмерности n, трансверсаль-
но пересекающее этот образ. Соответствующая этому подпространству система
уравнений l1 = · · · = ln = 0, где li ∈ L, имеет невырожденные решения в X∗ ,
поэтому [L, . . . , L] > 0.

С отображением ρL : X → XL можно связать алгебраическое многообразие
X̃L , определенное с точностью до бирационального изоморфизма. Перейдем к
его определению. Определим поле C(X̃L) как подполе поля C(X) рациональных
функций на многообразии X , постоянных на каждой неприводимой компоненте
слоя ρ−1(z) ⊂ X над каждой точкой z ∈ XL .

Отображение ρ∗L : C(XL) → C(X) задает вложение поля C(XL) в поле
C(X̃L) ⊂ C(X). Поле C(X̃L) является конечным расширением своего подполя
ρ∗L(C(XL)), так как число неприводимых компонент в слое ρ−1(z) ⊂ X ограни-
чено общей константой (не зависящей от точки z ∈ XL).
Определение 7. Определим X̃L как алгебраическое многообразие, поле ра-

циональных функций которого изоморфно полю C(X̃L).
Вложения C(X̃L) ⊂ C(X) и ρ∗L : C(XL) → C(X̃L) индуцируют отображения,

которые мы будем обозначать через π̃L : X → X̃L и ρ̃L : X̃L → XL . Из определе-
ния видно, что отображение ρ̃L имеет конечную степень и что dimXL = dim X̃L .
Если отображение ρL : X → XL имеет конечную степень, то многообразия X̃L

и X бирационально изоморфны.
Утверждение 19. Если функция f ∈ C(X) удовлетворяет алгебраическому

уравнению над подполем ρ∗L(C(XL)) ⊂ C(X) , то f ∈ C(X̃L) .
Доказательство. Если fk +ρ∗L(a1)fk−1 + · · ·+ρ∗L(ak) = 0, где ai ∈ C(XL), то

функция f постоянна на каждой неприводимой компоненте прообраза ρ−1(z) ⊂
X каждой точки z ∈ XL .
Теорема 20. Пусть X — неприводимое алгебраическое многообразие, L ∈

K(X) , dim XL = p , L̃ = ρ∗L(L) ∈ K(X̃L) и [L̃, . . . , L̃] = d . Тогда
(i) d > 0 ;
(ii) HL(k) � F (p, d, kd + 1) ;
(iii) если ρ̃L : X̃L → XL — бирациональный изоморфизм, то

∑
k−d<i�k

Q(p, i) � HL(k) и [L̃, . . . , L̃] = lim
k→∞

p! HL(k)
kp

= lim
k→∞

p! HL(k)
kp

;

(iv) для любого L ∈ K(X) имеем [L̃, . . . , L̃] = limk→∞ p! HL(k)/kp .
Доказательство. В условиях теоремы HL(k) = dimC(L̃)k и HL(k) =

dimC (L̃k). Поэтому теорема сводится к вопросу об индексе самопересечения
пространства L̃ на многообразии X̃L .

(i) Положительность индекса самопересечения d вытекает из равенства раз-
мерностей dim X̃L = dim XL и утверждения 18.
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(ii) вытекает из неравенства (4) в теореме 17, примененной к многообразию
X̃L и пространству L̃.

(iii) В условиях п. (iii) пространство L̃ разделяет общие точки многообразия
X̃L . Поэтому п. (iii) вытекает из теоремы 14. Пункт (iv) вытекает из теоремы 17.
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