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Полином Гильберта для систем линейных
дифференциальных уравнений в частных

производных с аналитическими коэффициентами

Рассматриваются системы линейных дифференциальных уравнений
в частных производных c аналитическими коэффициентами. Обсужда-
ются теоремы существования и единственности для формальных и ана-
литических решений системы. Элементарными методами определяется
и описывается аналог полинома Гильберта для такой системы.

Библиография: 7 наименований.

§ 1. Введение

В настоящей статье рассматриваются системы линейных дифференциаль-
ных уравнений в частных производных c аналитическими коэффициентами
с одной неизвестной функцией z в области U пространства Cn. Мы изуча-
ем пространства ростков формальных и аналитических решений в некоторой
точке u области U . Обсуждаются следующие вопросы:

1) как задавать начальные данные для формальных и аналитических реше-
ний подобных систем, точнее, какие наборы производных неизвестной функ-
ции z можно фиксировать в данной точке, чтобы существовало единственное
формальное (аналитическое) решение системы с такими данными?;

2) чему равны размерности пространств k-струй ростков формальных и ана-
литических решений системы в зависимости от натурального числа k и точки u
области U?

Получены следующие результаты. Показано, что существует “плохая” гипер-
поверхность Σ, в дополнении U\Σ к которой пространства ростков формальных
и аналитических решений в каждой точке имеют в некотором смысле одинако-
вую структуру. А именно, существует не зависящее от точки u из дополнения
множество частных производных, которые можно рассматривать в точке u как
начальные данные для формального решения (теорема 1). Формальное реше-
ние будет сходящимся, если и только если сумма части ряда Тейлора, постро-
енная по фиксированным производным, будет сходиться (теорема 3).
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Для каждой точки u из дополнения U \ Σ и каждого натурального числа k
обозначим через Au(k) и Fu(k) пространства k-струй в точке u ростков соответ-
ственно формальных и аналитических решений в этой точке. Для всех k раз-
мерности пространств Au(k) и Fu(k) одинаковы и не зависят от точки u (след-
ствие 4). При достаточно больших k функция H(k) = dimAu(k) = dimFu(k)
является полиномом по k (следствие 3). Более того, выявлен алгебраический
смысл функции H. По системе дифференциальных уравнений строится се-
мейство аффинных алгебраических многообразий, аналитически зависящих от
параметра – точки u области U . Для значений параметра, лежащих в до-
полнении U \Σ к гиперповерхности Σ, функции Гильберта этих многообразий
одинаковы и совпадают с функцией H (см. п. 6.4).

Рассматриваемые вопросы являются классическими, и обсуждаемые в рабо-
те результаты не являются абсолютно новыми. Наиболее важные результаты
по данной теме получены Рикье [1] (теория Рикье изложена на русском языке
в книге [2]) и В.П. Паламодовым [3]. В [1] рассмотрен вопрос о правильной по-
становке начальных условий для формальных и аналитических решений нели-
нейных систем. В этой замечательной работе вводится полный порядок на мно-
жестве частных производных функции многих переменных. В случае линей-
ных систем с постоянными коэффициентами метод Рикье содержит в себе то,
что впоследствии стало называться базисами Грёбнера и произвело революцию
в вычислительной коммутативной алгебре. Тем не менее, в работе [1] вслед-
ствие общности рассматриваемых задач решения не доведены до получения
окончательных результатов.

Более простой случай линейных систем был рассмотрен В.П. Паламодовым,
которому удалось доказать теоремы существования и единственности для фор-
мальных и аналитических решений в общей ситуации, не охватываемой подхо-
дом Рикье. В работе [3] доказано, что для линейных систем “плохое” множество
меньше, чем “плохая” гиперповерхность Σ, к которой приводит метод Рикье.
Технически работа В. П. Паламодова значительно более сложна и опирается
на специально разработанные им методы.

В настоящей работе мы используем подход Рикье, но применяем его только
для линейных систем, для которых с его помощью можно получить достаточно
хорошие результаты.

Как недавно выяснил второй автор настоящей статьи, более общие теоремы
Паламодова можно доказать модификацией метода Рикье, не используя раз-
работанную В.П. Паламодовым тонкую технику. Этот результат будет опуб-
ликован в отдельной статье.

§ 2. Свойства полугруппы Zn
>0

Рассмотрим полугруппу Zn
>0 = {(α1, . . . , αn) | αi ∈ Z, αi > 0}. Модулем

элемента α полугруппы назовем неотрицательное целое число |α|, равное сум-
ме

∑
αi.

В этом параграфе приведены необходимые нам сведения о полугруппе Zn
>0.
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2.1. Упорядоченная полугруппа Zn
>0. Фиксируем на полугруппе Zn

>0

отношение порядка ≺, удовлетворяющее следующим условиям:
а) для любых элементов α и β полугруппы, модули которых удовлетворяют

неравенству |α| < |β|, выполнено отношение α ≺ β;
б) отношение ≺ согласовано с операцией сложения на Zn

>0, т. е. для любых
элементов α, β и γ полугруппы неравенство α ≺ β влечет неравенство α+ γ ≺
β + γ.

Оказывается, каким бы ни был рассматриваемый порядок ≺ на полу-
группе Zn

>0, на любом конечном подмножестве полугруппы он задается
одним линейным функционалом. А именно, верна следующая

Лемма 1. Пусть A – конечное подмножество полугруппы Zn
>0 . Суще-

ствует линейный функционал

ΠA : Zn
>0 → R>0, ΠA(α) =

n∑
i=1

πiαi,

где πi – некоторые положительные вещественные числа и α = (α1, . . .

. . . , αn) ∈ Zn
>0, удовлетворяющий следующему условию: для любых α, β ∈ A

таких, что α ≺ β, выполнено неравенство

ΠA(α) < ΠA(β).

Доказательство. Рассмотрим цепочку естественных вложений Zn
>0 ⊂

Zn ⊂ Rn. Обозначим через B следующее конечное подмножество группы Zn:

B = {δ ∈ Zn | ∃α, β ∈ A : α ≺ β, δ = β − α}.

Пусть conv(B) – выпуклая оболочка точек множества B в пространстве Rn.
Поскольку упорядочивание ≺ согласовано с операцией сложения на полугруп-
пе Zn

>0, то conv(B) не содержит точки 0. Действительно, предположим про-
тивное. Пусть

N∑
i=1

piδ
i = 0, (1)

где δi ∈ B ⊂ Zn, δi = βi − αi, βi, αi ∈ A, и pi ∈ R, pi > 0. Однако (1)
можно рассматривать как систему линейных однородных уравнений с целыми
коэффициентами, где координаты вектора p = (p1, . . . , pN ) ∈ RN – неизвест-
ные. Существование нетривиального решения системы влечет существование
нетривиального векторного подпространства решений. Так как коэффициенты
уравнений системы (1) – целые числа, то рациональные векторы всюду плотны
в пространстве решений. Следовательно, существуют рациональные, а значит,
и целые положительные числа p̃i такие, что

N∑
i=1

p̃iδ
i = 0.
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Тогда выполнено равенство

N∑
i=1

p̃iβ
i =

N∑
i=1

p̃iα
i.

С другой стороны, αi ≺ βi, следовательно,
∑N

i=1 p̃iαi ≺
∑N

i=1 p̃iβi. Противо-
речие.

Поскольку замкнутое ограниченное выпуклое множество conv(B) не содер-
жит точки 0, существует функционал

L : Rn → R, L(x) =
n∑

i=1

lixi,

такой, что для любой точки x ∈ conv(B) значение L(x) больше нуля. Положив
теперь πi = S + li, где S – достаточно большое натуральное число, получим
искомый функционал ΠA.

Замечание 1. Обобщая рассуждения, используемые выше, нетрудно дока-
зать следующий хорошо известный факт (см., например, [4] или [5]).

Предложение 1. Рассмотрим на полугруппе Zn
>0 отношение порядка ≺,

согласованное с операцией сложения. Тогда существуют линейные функцио-
налы Π1, . . . ,Πj , где j 6 n,

Πi : Zn
>0 → R,

такие, что порядок ≺ является лексикографическим относительно этого на-
бора функционалов, т.е. утверждение α ≺ β равносильно утверждению

Π1(α) = Π1(β), . . . , Πi(α) = Πi(β), Πi+1(α) < Πi+1(β)

для некоторого i, принадлежащего множеству {0, . . . , j − 1}.

Обозначим через Πk, где k – натуральное число, функционал, удовлетворя-
ющий условиям леммы 1 для множества Ak =

{
α ∈ Zn

>0 | |α| 6 k
}
. Пусть

µk = min{α,β∈Ak, α 6=β} |Πk(β)−Πk(α)|. Отметим, что µk > 0.

2.2. Свойства Zn
>0-идеалов. Назовем октантом On(a) ⊂ Zn

>0 с верши-
ной в точке a ∈ Zn

>0 подмножество целых точек b ∈ Zn
>0 таких, что a � b.

Идеалом в полугруппе Zn
>0 (Zn

>0-идеалом) называется ее подмножество, вме-
сте с каждой точкой содержащее полностью октант с вершиной в этой точке.
Ясно, что октант является идеалом в Zn

>0.
Известными (см., например, [6]) являются следующие два утверждения от-

носительно идеалов в полугруппе Zn
>0.

Предложение 2 (нётеровость полугруппы Zn
>0). Каждый Zn

>0-идеал явля-
ется объединением конечного числа октантов (другими словами, объедине-
ние бесконечного числа октантов является объединением конечного числа ок-
тантов).
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Полугруппа Zn
>0 имеет 2n координатных полугрупп: для каждого подмноже-

ства I отрезка натурального ряда {1, . . . , n} определена подполугруппа Z>0(I),
состоящая из целых точек a = (a1, . . . , an), для которых ai = 0, если i ∈ I,
и ai > 0, если i /∈ I. Среди полугрупп Z>0(I) существуют нулевая полугруппа
(при I = {1, . . . , n}) и полугруппа Zn

>0 (при I = ∅).
Подмножество полугруппы Zn

>0 назовем сдвинутой координатной подполу-
группой, если оно имеет вид a+ Z>0(I), где a ∈ Zn

>0 – некоторый элемент.

Предложение 3. Дополнение к идеалу в полугруппе Zn
>0 представимо

в виде конечного числа непересекающихся сдвинутых координатных полу-
групп.

§ 3. Отображение Грёбнера и базисы дифференциальных идеалов

В настоящем параграфе для кольца линейных дифференциальных операто-
ров определяется отображение Грёбнера и с его помощью исследуются идеалы
в этом кольце.

Рассмотрим произвольную область U пространства Cn с координатами
x1, . . . , xn и некоторое подкольцо B кольцаO(U) голоморфных функций в обла-
сти U , содержащее 1 и замкнутое относительно операции дифференцирования.

Обозначим через DifB кольцо линейных дифференциальных операторов
в области U с коэффициентами, лежащими в B. Пусть d ∈ DifB , тогда

d =
∑

α∈supp d

bα∂α,

где bα(6≡ 0) ∈ B и supp d – конечное подмножество полугруппы Zn
>0, че-

рез ∂α обозначен оператор дифференцирования ∂|α|

∂x
α1
1 ...∂xαn

n
. Конечное множе-

ство supp d будем называть носителем оператора d.

Определение 1. Отображением Грёбнера называется следующее отобра-
жение:

Grb: DifB \{0} → Zn
>0, Grb(d) = max

α∈supp d
α.

Максимум в правой части последнего равенства берется относительно ≺.

Ключевым для дальнейших построений является следующее замечательное
свойство отображения Грёбнера.

Лемма 2. Для любых ненулевых элементов D и d кольца DifB выполнено

Grb(D ◦ d) = Grb(d ◦D) = Grb(D) + Grb(d), (2)

причем коэффициенты при старшей относительно введенного порядка произ-
водной в разложениях операторов D ◦ d и d ◦D равны произведению коэффи-
циентов при старших производных элементов d и D .
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Доказательство. Обозначим через
∑

|α|=N(D)Dα∂α и
∑

|α|=N(d) dα∂α, где
Dα, dα ∈ A, старшие однородные части операторов D и d соответственно. Стар-
шие однородные части операторов D ◦ d и d ◦D равны∑

|α|=N(D)+N(d)

∑
{|β|=N(D), |γ|=N(d), β+γ=α}

Dβdγ∂α. (3)

Однако в силу условия а), наложенного на отношение порядка ≺, образы при
отображении Грёбнера оператора и его старшей однородной части совпадают.

Следствие 1. Образ идеала кольца DifB при отображении Грёбнера явля-
ется идеалом полугруппы Zn

>0 .

Пусть I – левый идеал кольца DifB . В силу следствия 1 образ Grb(I ) явля-
ется идеалом в полугруппе Zn

>0, а следовательно, по предложению 2 представ-
ляется в виде объединения конечного числа октантов. Пусть

Grb(I ) =
N⋃

i=1

O(γi). (4)

Рассмотрим элементы l1, . . . , lN идеала I такие, что Grb(li) = γi. Для каж-
дого i, 1 6 i 6 N , обозначим через aγi

∈ B коэффициент при ∂γi
в разложении

оператора li.
Пусть M – мультипликативная система в кольце B, порожденная функция-

ми 1, aγ1 , . . . , aγN
, т. е. M – наименьшее замкнутое относительно умножения

подмножество кольца B, содержащее элементы 1, aγ1 , . . . , aγN
. Рассмотрим

локализацию M−1B кольца B по мультипликативной системе M. Элемен-
ты кольца M−1B – это классы эквивалентности формальных отношений b

m ,
где b – произвольный элемент кольца B, а m – элемент мультипликатив-
ной системы M. Кольцо M−1B естественным образом можно рассматривать
как подкольцо кольца OU\M голоморфных функций в области U \ M , где
M = {aγ1 . . . aγN

= 0}. Очевидно, что кольцо M−1B замкнуто относитель-
но операции дифференцирования.

Рассмотрим кольцо DifM−1B . Будем считать, что элементы кольца DifB

являются элементами кольца DifM−1B , подразумевая их образ в DifM−1B при
естественном вложении

π : DifB 7→ DifM−1B , (5)∑
α

bα∂α 7→
∑
α

bα
1
∂α.

Предложение 4. Элементы l1, ..., lN порождают базис идеала DifM−1B ·I
кольца DifM−1B .

Через DifM−1B · I обозначен наименьший левый идеал кольца DifM−1B , со-
держащий образ при вложении (5) идеала I.

Замечание 2. Геометрически предложение 4, очевидно, означает, что эле-
менты l1, . . . , lN образуют базис идеала I, если мы сузим область определения
коэффициентов рассматриваемых дифференциальных операторов до U \ M .
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Доказательство предложения 4. Для кольца DifM−1B , как и для коль-
ца DifB , определено отображение Грёбнера Grb, причем для каждого элемен-
та d кольца DifB выполнено равенство Grb(π(d)) = Grb(d). Следовательно,
выполнено равенство Grb(DifM−1B · I ) = Grb(I ).

Рассмотрим произвольный ненулевой элемент u идеала DifM−1B · I. Пусть
u = fu∂Grb(u) + r, где r – младшие члены. Для некоторого k = 1, . . . , N об-
раз Grb(u) принадлежит октанту On(γk), следовательно, Grb(u) = γk + α, где
α ∈ Zn

>0. Положим

u1 = u− fu

aγk

∂α ◦ lk.

Имеем либо u1 = 0, либо Grb(u1) ≺ Grb(u) в силу леммы 2. Если эле-
мент u1 идеала DifM−1B · I не равен нулю, то процесс можно повторить. Од-
нако бесконечной цепочки u, u1, u2, . . . ∈ DifM−1B · I такой, что Grb(u) �
Grb(u1) � Grb(u2) � · · · , быть не может. Действительно, условие а), на-
ложенное на отношение ≺, гарантирует, что в Zn

>0 существует только конеч-
ное число элементов, меньших данного, (Zn

>0,�) – вполне упорядоченное мно-
жество. Следовательно, для некоторого l элемент ul = 0. Подставив в по-
следнее равенство вместо ul его выражение через u и li, получаем требуемое.

Замечание 3. Построенное при доказательстве предложения 4 разложение
элемента u =

∑k
i=1 pi ◦ li идеала таково, что для каждого i выполнено неравен-

ство Grb(pi ◦ li) � Grb(u).

Система образующих идеала, построенная при доказательстве последнего
утверждения (индуцированная отображением Грёбнера) называется базисом
Грёбнера идеала.

Рассмотрим подмодуль MI ⊂ DifM−1B , порожденный над M−1B образую-
щими {∂α}, α ∈ Zn

>0 \Grb(I ).

Предложение 5. Имеет место разложение в прямую сумму :

DifM−1B = MI⊕DifM−1B · I. (6)

Доказательство. Необходимо доказать, что произвольный элемент d

кольца DifM−1B единственным образом разлагается в сумму:

d = m(d) + i(d), (7)

где i(d) ∈ DifM−1B · I и m(d) ∈ MI, т. е. suppm(d) ⊂ Zn
>0 \ Grb(I ). Докажем

единственность. Предположим, что существуют хотя бы два разложения:

d = i1 +m1 = i2 +m2,

где i1, i2 ∈ I, а m1,m2 ∈ MI. Тогда 0 6= i1 − i2 = m2 − m1, следова-
тельно, Grb(i1 − i2) = Grb(m2 − m1). Однако (i1 − i2) ∈ I, следовательно,
Grb(i1−i2) ∈ Grb(I ). С другой стороны, supp(m2−m1) ⊂ Zn

>0\Grb(I ), значит,
Grb(m2 −m1) /∈ Grb(I ). Противоречие.

Докажем теперь существование разложения. Разложение строится по сле-
дующему алгоритму. Пусть d ∈ DifM−1B . Если supp d ∩Grb(I ) = ∅, полагаем
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m(d) = d и i(d) = 0. Иначе рассмотрим µ(d) = maxα∈supp d∩Grb(I ) α. Пусть
µ(d) = γk + α для некоторых 1 6 k 6 N и α ∈ Zn

>0. Рассмотрим разность
d− a∂α

(
lk

aαk

)
, где коэффициент a ∈ B выбран таким, что либо

supp
(
d− a∂α

(
lk
aαk

))
∩Grb(I ) = ∅,

тогда m(d) = d− a∂α

(
lk

aαk

)
и i(d) = a∂α

(
lk

aαk

)
, либо

supp
(
d− a∂α

(
lk
aαk

))
∩Grb(I ) 6= ∅,

и мы повторяем процесс. Заметим, что выполнено неравенство

µ

(
d− a∂α

(
lk
aαk

))
≺ µ(d).

Поскольку (Zn
>0,�) – вполне упорядоченное множество, за конечное число ша-

гов мы получим необходимое разложение.

§ 4. Формальные решения системы линейных
дифференциальных уравнений в частных производных

Введем необходимые обозначения. Фиксируем область U пространства неза-
висимых переменных Cn. Фиксируем некоторое подкольцо A кольца O(U) го-
ломорфных функций в области U , содержащее 1 и замкнутое относительно
операции дифференцирования.

Рассмотрим систему линейных однородных дифференциальных уравнений
в области U :

D1z = 0,

. . . . . . . .

Dkz = 0,

. . . . . . . .

(8)

где Di ∈ DifA, i = 1, 2, . . . .
Число уравнений в системе (8) может быть и бесконечным. Далее в этом

параграфе для каждой точки u некоторого открытого всюду плотного подмно-
жества множества U описываются пространства формальных решений систе-
мы (8) в окрестности этой точки.

4.1. Формальные решения системы как функционалы на кольце
дифференциальных операторов. Пусть u – некоторая точка области U .
Рассмотрим подкольцо B кольца Ou ростков голоморфных функций в точке u.

Определение 2. Отображение ϕ : M 7→ C B-модуля M называется u-ли-
нейным, если

ϕ

( N∑
j=1

fjLj

)
=

N∑
j=1

fj(u)ϕ(Lj) (9)

для произвольных Li ∈M и fi ∈ B.
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Через Lu(M) обозначим пространство u-линейных отображений модуля M .

Лемма 3. Для любой точки u из области U имеет место естественный
изоморфизм векторных пространств:

Lu(DifA) ∼= C[[x− u]]. (10)

Доказательство. Нетрудно проверить, что следующее отображение зада-
ет изоморфизм

C[[x− u]] 7→ Lu(DifA), (11)

f(d) = d(f)|x=u, (12)

где d ∈ DifA, f, d(f) ∈ C[[x − u]], а через d(f)|x=u обозначен свободный член
ряда d(f).

Обозначим через I(S) левый идеал кольца DifA, порожденный операторами,
стоящими в левых частях уравнений системы (8). Докажем следующее

Предложение 6. Формальный ряд f ∈ C[[x− u]] задает u-линейное отоб-
ражение пространства DifA, тождественно равное нулю на идеале I(S), то-
гда и только тогда, когда для любого оператора d ∈ I(S) выполнено равенство
d(f) = 0, т.е. ряд f является формальным решением системы (8).

Доказательство. Действительно, для произвольного оператора d ∈ DifA

равенство d(f) = 0 равносильно тому, что ∂α(d(f))|x=u = (∂α ◦ d)(f)|x=u = 0
для всех α ∈ Zn

>0, откуда получаем требуемое утверждение.

Обозначим через Fu(S) пространство формальных решений в точке u сис-
темы (8).

Следствие 2. Имеет место естественный изоморфизм

Fu(S) = Lu(DifA /I(S)). (13)

Мы опишем пространства u-линейных отображений, опираясь на следую-
щую лемму. Пусть M – некоторая мультипликативная система в A, т. е. M –
подмножество A, содержащее 1 и замкнутое относительно умножения (см. § 3).
Как отмечено выше, кольцо частныхM−1A будет замкнуто относительно диф-
ференцирования.

Рассмотрим произвольный левый идеал I кольца DifA. Обозначим через
M−1I наименьший левый идеал кольца DifM−1A, содержащий образ π∗(I ) иде-
ала I при вложении

π : DifA → DifM−1A . (14)

Лемма 4. Для любой точки u области U векторные пространства u-
линейных отображений Lu(DifA /I ) и Lu(DifM−1A /M−1I ) естественным об-
разом изоморфны, если только значение каждой функции мультипликатив-
ной системы M в точке u отлично от нуля.
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Доказательство. Вложение π индуцирует отображение

π∗ : Lu(DifM−1A /M−1I ) → Lu(DifA /I ). (15)

Следующая выкладка показывает, что π∗ – изоморфизм:

(π∗)−1(l)
([ N∑

j=1

dα

xα
∂α

])
=

N∑
j=1

dα(u)
xα(u)

l([∂α]), (16)

где dαj
∈ A, xαj

∈M. Через [d] для произвольного элемента d кольца DifA обо-
значен элемент DifM−1A /M−1I, представителем которого является элемент d.

4.2. Существование формальных решений. Рассмотрим Zn
>0-идеал

Grb(I(S)). В силу предложения 2 можно представить Zn
>0-идеал Grb(I(S))

в виде конечного объединения октантов:

Grb(I(S)) =
l⋃

i=1

O(γi). (17)

Выберем элементы s1, . . . , sl идеала I(S) такие, что Grb(si) = γi для каждого i.
Обозначим через Γ мультипликативную систему в кольце A, порожденную 1
и старшими коэффициентами операторов si (т. е. коэффициентами sγi при про-
изводных ∂γi

). Кроме того, через Σ обозначим аналитическую гиперповерх-
ность, заданную уравнением sγ1 . . . sγl

= 0.
Предложение 4 имеет следующую, очевидную, геометрическую переформу-

лировку.

Предложение 7. Элементы s1, . . . , sl порождают идеал DifΓ−1A · I(S).
Другими словами, в области U \Σ рассматриваемая система (8) эквивалент-
на конечной системе уравнений, составленной только из уравнений siz = 0,
где индекс i изменяется от 1 до l.

Назовем носителем supp f формального (сходящегося) ряда

f =
∑

α∈Zn
>0

fα(x− u)α

подмножество полугруппы

supp f = {α ∈ Zn
>0 | fα 6= 0}. (18)

Теорема 1. Пусть u ∈ U \Σ. Тогда имеет место изоморфизм векторных
пространств:

Fu(S) ∼=
{
f ∈ C[[x− u]] | supp f ⊂ Zn

>0 \Grb(I(S))
}
. (19)

Доказательство. Рассмотрим свободный Γ−1A-модуль MI(S) с базисом
{∂α}, α ∈ Zn

>0 \Grb(I(S)). Очевидно, что

Lu(MI) ∼=
{
f ∈ C[[x− u]] | supp f ⊂ Zn

>0 \Grb(I(S))
}
. (20)
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Однако в силу предложения 5 имеет место изоморфизм Γ−1A-модулей:

MI ∼= DifΓ−1A /Γ−1I(S). (21)

Поскольку u ∈ U \Σ, все функции мультипликативной системы Γ ⊂ A отличны
от нуля в точке u, следовательно, по лемме 4 получаем

Fu(S) ∼= Lu(DifA /I(S)) ∼= Lu(DifΓ−1A /Γ−1I(S)). (22)

Объединяя соотношения (20)–(22), получаем утверждение теоремы.

Для целых неотрицательных i рассмотрим

Fu,i(S) = Fu(S)/
(
f ∼ g

def⇔ f − g = o((x− u)i)
)

(23)

– пространство i-струй формальных решений в точке u ∈ U . Функцию
H(u, i) = dimFu,i(S) натурального аргумента i назовем функцией Гильберта
системы (8) в точке u.

Следствие 3. Функция Гильберта H(u, i) одна и та же для всех u ∈ U \Σ
и является многочленом для достаточно больших i.

Доказательство. В силу (19) выполнено равенство

dimFu,i(S) =
∣∣{α ∈ Zn

>0 \Grb(I(S)) | |α| 6 i
}∣∣, (24)

откуда получаем первое утверждение (для конечного множества A через |A|
обозначено число его элементов). В силу предложения 3 можно представить
Zn

>0 \Grb(I(S)) в виде

Zn
>0 \Grb(I(S)) =

l⋃
k=1

{ak + Z>0(Ik)}. (25)

Однако для каждой сдвинутой координатной полугруппы ak+Z>0(Ik) функция

H(ak,Ik)(i) =
∣∣{α ∈ ak + Z>0(Ik) | |α| 6 i

}∣∣,
очевидно, является многочленом при i > |ak|

(
нетрудно проверить, что для

i > |ak| выполнено H(ak,Ik)(i) =
(
n−|I|+i−ak

i−ak

))
. Следовательно, функция Гиль-

берта

H(u, i) =
l∑

j=1

H(aj ,Ij)(i)

является многочленом при i > maxk |ak|. Следствие доказано.
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§ 5. Теорема сходимости

5.1. Теорема сходимости и ее следствия. Для доказательства теоремы
единственности и существования для ростков аналитических решений системы
понадобится следующее утверждение. Предположим, что формальный ряд

z(x) =
∑

α∈Zn
>0

aαx
α

удовлетворяет следующей конечной системе дифференциальных соотношений:

∂γ1z = F1(x, ∂αz), α ≺ γ1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂γk
z = Fk(x, ∂αz), α ≺ γk,

(26)

где F1, . . . , Fk – голоморфные функции переменных x1, . . . , xn и производных
∂αz с показателями α, удовлетворяющими неравенствам правого столбца си-
стемы. Рассмотрим подмножество I =

⋃k
i=1O(γi) полугруппы Zn

>0.

Теорема 2. Предположим, что укорочение z̃(x) =
∑

α∈Zn
>0\I aαx

α ряда z

имеет ненулевой радиус сходимости. Тогда формальное решение z имеет
ненулевой радиус сходимости.

Доказательство этой теоремы приведено далее, в п. 5.2.
Пусть Au(S) – пространство ростков аналитических решений системы в точ-

ке u. Объединяя утверждения теорем 2 и 1, получаем следующую теорему.

Теорема 3. Для произвольной точки u ∈ U \Σ имеет место изоморфизм
векторных пространств:

Au
∼=

{
f ∈ C{(x− u)} | supp f ⊂ Zn

>0 \Grb(I )
}
. (27)

Доказательство. Рассмотрим систему линейных дифференциальных
уравнений, состоящую из уравнений s1z = 0, . . . , slz = 0, где si – выбранные
выше элементы идеала I(S) такие, что равенство Grb(si) = γi выполняется для
каждого i. В силу предложения 7 в области U \ Σ эта система эквивалентна
исходной системе (8). Разрешим каждое уравнение siz = 0 относительно стар-
шей (в смысле нашего упорядочения) производной γi (мы можем это сделать
ввиду выбора гиперповерхности Σ). Теперь к разрешенной системе мы можем
применить теорему 2.

Фиксируем разбиение множества Zn
>0 \ Grb(I ) на сдвинутые координатные

полугруппы:

Zn
>0 \Grb(I ) =

l⋃
k=1

{ak + Z>0(Ik)}. (28)

Следствием теоремы 3 является следующая
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Теорема 4. Для произвольной точки u ∈ U \Σ существует и единственно
голоморфное в некоторой окрестности этой точки решение z(x) системы (8),
удовлетворяющее следующим l начальным условиям:

∂ak
z(x)|{xi=ui, i∈Ik} = ψk(xi1 , . . . , xim

), 1 6 k 6 l,

где {i1, . . . , im} = {1, . . . , n}\Ik, ψi – произвольные голоморфные функции своих
аргументов в окрестности точки u (если некоторое Ik = {1, . . . , n}, то ψk –
просто комплексное число).

Доказательство. Для вывода этой теоремы из предыдущей необходимо
заметить, что сходящийся ряд, составленный из мономов, показатели которых
принадлежат некоторой координатной полугруппе Z>0(I), где I = {1, . . . , n} \
{i1, . . . , im}, есть голоморфная функция переменных xi1 , . . . , xim .

Пусть Au,i(S) – пространство i-струй ростков аналитических решений в точ-
ке u.

Следствие 4. Для произвольной точки u ∈ U \Σ размерности следующих
векторных пространств равны для каждого i:

dimFu,i(S) = dimAu,i(S). (29)

5.2. Доказательство теоремы 2. Доказательство основано на методе ма-
жорант. Рассмотрим кольцо C[[y1, . . . , yl]] формальных рядов от некоторых
переменных y1, . . . , yl. Пусть A,B ∈ C[[y1, . . . , yl]].

Определение 3. Формальный ряд A(y) =
∑

α∈Zl
>0
aαy

α усиливает (мажо-

рирует) ряд B(y) =
∑

α∈Zl
>0
bαy

α, если для любого элемента α полугруппы Zl
>0

выполнены следующие два условия:

aα ∈ R>0 и |bα| 6 aα.

Идея доказательства заключается в построении сходящегося ряда, мажори-
рующего данное формальное решение. Этот мажорирующий ряд строится по
решению некоторого уравнения, говоря неформально, мажорирующего каждое
уравнение исходной системы. Мажорирующее уравнение оказывается обыкно-
венным дифференциальным уравнением, для доказательства существования
решения которого применима стандартная теорема существования и единствен-
ности.

Далее, в п. 5.2.1, доказываются необходимые подготовительные леммы о ма-
жорировании, а в пп. 5.2.2–5.2.5 теорема доказывается для специального слу-
чая, когда уравнения системы линейны относительно производных старшего
порядка, а главные производные имеют один и тот же порядок. В п. 5.2.2 фор-
мулируются условия разбираемого специального случая. В п. 5.2.3 система
с помощью замены координат приводится к виду, по которому легко выписать
необходимое мажорирующее уравнение. В п. 5.2.4 мы предъявляем мажориру-
ющее уравнение и устанавливаем существование аналитического решения этого
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уравнения. В п. 5.2.5 мы строим по решению мажорирующего уравнения неко-
торый сходящийся ряд и, опираясь на лемму 5, доказываем, что полученный
ряд мажорирует исходное формальное решение системы. И наконец, в п. 5.2.6
мы завершаем доказательство теоремы, сводя общий случай к разобранному.

5.2.1. Леммы о мажорировании. В первой из двух лемм данного пункта
формулируется необходимый нам вариант утверждения о том, что свойство
мажорирования выдерживает операцию композиции.

Рассмотрим голоморфные функции f1 и f2, определенные в окрестности ну-
ля пространства Cn+m = {(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξm) | xi, ξj ∈ C}. Предположим,
что разложение в ряд функции f2 усиливает разложение функции f1.

Фиксируем набор α1 ≺ · · · ≺ αm ≺ α0 из m+ 1 элемента полугруппы Zn
>0.

Пусть, далее, w =
∑
wαx

α ∈ R>0[[x]] и z =
∑
zαx

α ∈ C[[x]] – некоторые
ряды, и предположим, что выполнены следующие два условия:

1) для всех α ≺ α0 выполнено |zα| 6 wα;
2) для любого i, 1 6 i 6 m, верно wαi

= zαi
= 0.

Тогда корректно определены ряд W ∈ R>0[[x]] – результат подстановки
в разложение функции f2 вместо переменных ξi рядов ∂αi

w, 1 6 i 6 m, и ряд
Z ∈ C[[x]] – результат подстановки в разложение функции f1 вместо перемен-
ных ξi рядов ∂αiz, 1 6 i 6 m.

Лемма 5. Для любого β ≺ α0 верно неравенство
∣∣∂βZ|0

∣∣ 6 ∂βW |0 .

Доказательство. Пусть Z =
∑

α Zαx
α и W =

∑
αWαx

α. Значения про-
изводных ∂βZ|0 = β!Zβ и ∂βW |0 = β!Wβ являются суммами по одному и тому
же набору индексов произведений вида

β! f1
(α,δ)

m∏
i=1

(αi!)δizθ1+αi
· · · zθδi

+αi
(30)

и

β! f2
(α,δ)

m∏
i=1

(αi!)δiwθ1+αi
· · · zθδi

+αi
(31)

соответственно. В формулах (30) и (31) α, θ ∈ Zn
>0, δ = (δ1, . . . , δm) ∈ Zm

>0,
а через f j

(α,δ), j = 1, 2, обозначены коэффициенты разложений в ряды функ-
ций f j . Отметим, что α+

∑
θi = β ≺ α0 в формулах (30) и (31), следовательно,

в силу условий 1), 2) каждое слагаемое в (31) больше или равно модулю соот-
ветствующего слагаемого в (30), откуда получаем утверждение леммы.

Доказательство следующей, несложной, леммы см., например, в [2].

Лемма 6. Предположим, что ряд A(x) =
∑

α∈Zn
>0
aαx

α абсолютно сходит-
ся в точке x1 = · · · = xn = ρ > 0 и M – положительное число, большее абсо-
лютной величины любого члена ряда A(ρ). Тогда разложения в степенной ряд
в окрестности нуля функций F1(x) = M

(1−x1/ρ)...(1−xn/ρ) и F2 = M
(1−(x1+···+xn)/ρ)

усиливают ряд A(x).
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5.2.2. Формулировка условий специального случая. Без ограничения общ-
ности можно считать коэффициенты zα при α ∈ Zn

>0 \ I ряда z равными нулю,
так как по условию ряд, естественным образом из них составленный, опреде-
ляет аналитическую функцию в некоторой окрестности начала координат.

Разберем теперь следующий специальный случай. Предположим, что си-
стема (26) линейна относительно производных старшего порядка, а все глав-
ные производные (т. е. производные, стоящие в левых частях уравнений) имеют
один и тот же порядок. Точнее, соотношения имеют следующий вид:

∂γ1z =
∑

|α|=N, α≺γ1

f1
α ∂αz + f1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂γk
z =

∑
|α|=N,α≺γk

fk
α ∂αz + fk,

(32)

где |γ1| = · · · = |γk| = N > 0, а голоморфные функции f i
α, f i зависят от пере-

менных x1, . . . , xn и производных ∂βz таких, что |β| < N .

5.2.3. Замена координат. В этом пункте с помощью замены координат мы
добиваемся того, чтобы старшие производные стали “главными”. При данной
замене коэффициенты при остальных производных умножаются на некоторые
малые числа.

В сделанных предположениях f i
α, f i – голоморфные функции своих пере-

менных в окрестности нуля. Для всех допустимых значений параметров i и α

разложим функции f i
α, f i и Mα

i в степенные ряды в окрестности нуля. Предпо-
ложим, что все эти ряды абсолютно сходятся в точке x1 = · · · = xn = ∂αz = ρ,
где параметр α – произвольный элемент полугруппы Zn

>0 такой, что |α| < N .
В силу леммы 6 выберем положительную вещественную константу C такую,
чтобы разложение функции

C

1− (x1 + · · ·+ xn +
∑

|α|<N ∂αz)/ρ

усиливало соответствующие разложения функций f i
α, f i.

Обозначим через Π функционал ΠN (см. п. 2.1). Пусть µ = µN . Рассмотрим
положительное вещественное число θ < 1 такое, что

θ µ < ε =
1
2

1
∆NC

,

где ∆i, i ∈ Z>0, – количество элементов α полугруппы Zn
>0 таких, что |α| = i.

Положим yi = θ−πixi, 1 6 i 6 n. Тогда

∂|α|z

∂xα
(x) = θ−Π(α) ∂

|α|z

∂yα
(y(x)).
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После замены координат и деления на коэффициент при старшей производ-
ной уравнения (32) имеют вид

∂γi
z =

∑
|α|=N

f i
α

(
y, θ−Π(γ)∂γz(y)

)
θΠ(γi)−Π(α)∂αz

+ f i
(
y, θ−Π(γ)∂γz(y)

)
θΠ(γi), (33)

где i меняется от 1 до k.
Здесь и далее оператор частной производной рассматривается в новой систе-

ме координат. Формальный ряд z(y) = z(x(y)) удовлетворяет дифференциаль-
ным соотношениям (33) в новой системе координат (с “тождественно нулевыми
начальными условиями”). Для всех допустимых α, i положим

f̃ i
α(y, ∂γz) = f i

α

(
y, θ−Π(γ)∂γz

)
θΠ(γi)−Π(α),

f̃ i(y, ∂γz) = f i
(
y, θ−Π(γ)∂γz

)
θΠ(γi).

Отметим, что в (33) выполнено

θΠ(γi) 6 θΠ(γi)−Π(α) 6 θΠ(γ) 6 θµ < ε,

так как |γ| < |α| = |γi| = N . Следовательно, мы доказали следующую лемму.

Лемма 7. Разложение в степенной ряд функции

εC

1− (y1 + · · ·+ yn +
∑

|α|<N ∂αz)/ρ1

для некоторого 0 < ρ1 � ρ усиливает соответствующие разложения функ-
ций f̃ i

α, f̃ i, зависящих от переменных yi и некоторых частных производных
по этим переменным, для всех допустимых значений i и α.

5.2.4. Построение мажорирующего уравнения. Рассмотрим следующее
обыкновенное дифференциальное уравнение:

Y (N)(t) =
εC

1−
(
t+

∑N−1
j=1 ∆jY (j)(t)

)
/ρ1

(
∆NY

(N)(t) + 1
)
. (34)

Разрешив это уравнение относительно старшей производной, получим

Y (N)(t) =
2εC

1− 2
(
t+

∑N−1
j=1 ∆jY (j)(t)

)
/ρ1

. (35)

В равенстве (35) мы учли, что ε∆NC = 1/2. В силу теоремы существования
и единственности решения для обыкновенных дифференциальных уравнений
существует и единственно решение Z(t) уравнения (35) ((34)) с начальными
условиями Z(0) = · · · = Z(N−1) = 0. Разложение функции Z(t) в степенной ряд
в окрестности нуля, очевидно, имеет строго положительные коэффициенты.
Обозначим

G(Y, t) =
εC

1−
(
t+

∑N−1
j=1 ∆jY (j)(t)

)
/ρ1

.
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5.2.5. Построение мажорирующего ряда. Докажем следующую лемму.

Лемма 8. Разложение в степенной ряд в окрестности нуля функции
Z

( ∑n
i=1 yi

)
усиливает формальное решение z(y). Следовательно, ряд z(y) схо-

дится в некоторой окрестности нуля.

Доказательство. Пусть Z
( ∑

i yi

)
=

∑
α∈Zn

>0
Zαy

α. Покажем индукцией
по α ∈ Zn

>0, что выполнено неравенство

|zα| 6 Zα. (36)

Действительно, условие (36) выполнено для α ∈ Zn
>0 \ I, а следовательно,

и для α = 0. Пусть теперь (36) верно для всех α ≺ α0. Докажем неравенство
для α0. Пусть α0 = β + γi для некоторого i, 1 6 i 6 k.

Тогда

α0! |zα0 | =
∣∣∂α0z|0

∣∣ =
∣∣∣∣(∂β

( ∑
|α|=N, α≺γi

f̃ i
α∂αz + f̃ i

)∣∣∣∣
0

)∣∣∣∣.
Далее, в силу леммы 5 и равенства

∂αF
( ∑

yi

)
= F (|α|)

( ∑
yi

)
, (37)

где F – произвольная голоморфная функция, получаем∣∣∣∣(∂β

[ ∑
|α|=N,α≺γi

f̃ i
α∂αz + f̃ i

])∣∣∣∣
0

)∣∣∣∣
6

(
∂β

[
G

(
Z,

∑
i

yi

)(
∆NZ

(N)

( ∑
i

yi

)
+ 1

)])∣∣∣∣
y=0

.

Действительно, каждое слагаемое вида

f̃ i
α∂αz (38)

мажорируется в силу леммы 7 и предположения индукции слагаемым

G

(
Z,

∑
i

yi

)
Z(N)

( ∑
i

yi

)
, (39)

а количество слагаемых вида (38) не превосходит числа ∆N . Необходимую
оценку получаем для остальных слагаемых; далее применяем лемму 5. В си-
лу (34) и (37) имеем(

∂β

[
G

(
Z,

∑
i

yi

)(
∆NZ

(N)

( ∑
i

yi

)
+ 1

)])∣∣∣∣
y=0

= ∂α0Z

( ∑
i

yi

)∣∣∣∣
0

= α0!Zα0 ,

откуда получаем утверждение леммы.

5.2.6. Завершение доказательства теоремы. Осталось заметить, что случай
любых дифференциальных соотношений сводится к случаю, разобранному
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выше. Действительно, вместо исходных соотношений можно рассмотреть ко-
нечный набор всевозможных их следствий вида

∂β∂γi
z = ∂βfi(x, ∂αz),

где |β| + |γi| = N , N – достаточно большое (например, N = maxi |γi| + 1) на-
туральное число. После этого преобразования мы получим набор дифферен-
циальных соотношений вида (32). Формальный ряд z(x) будет удовлетворять
новой системе соотношений. Множество Zn

>0 \ I дополнится конечным набо-
ром элементов, что не влияет на сходимость ряда z̃(x), задающего укорочение
ряда z(x).

§ 6. Примеры и замечания

6.1. Об условиях, наложенных на упорядочивание ≺. Оказывается,
что для построения формальных решений системы достаточно выполнения бо-
лее слабого, чем условие а), условия

а′) для любого элемента α полугруппы верно неравенство 0 ≺ α.

Все леммы об упорядоченной полугруппе и о свойствах отображения Грёб-
нера, используемые в настоящей работе, остаются верными и при замене усло-
вия а) на условие а′). В частности, при выполнении условия a′) упорядочен-
ная полугруппа (Zn

>0,�) есть вполне упорядоченное множество. Формулировка
и доказательство теоремы 1 для этого случая не изменяются.

Как видно из следующего примера С. Ковалевской (см. [7] или [2]), усло-
вия a′) недостаточно для выполнения аналога теоремы 3. Рассмотрим следую-
щее уравнение:

∂z

∂y
=
∂2z

∂x2
.

Легко построить порядок ≺, удовлетворяющий условиям a′) и б), при ко-
тором ∂2

∂x2 ≺ ∂
∂y . Нетрудно проверить, что формальный ряд, построенный

по начальным данным
z|y=y0 = φ(x),

где φ(x) – произвольная голоморфная функция, может иметь нулевой радиус
сходимости.

6.2. Случай нескольких неизвестных функций. Важно отметить, что
сформулированные теоремы существования и единственности формальных
и аналитических решений системы несложно обобщаются на случай линейных
систем с несколькими неизвестными функциями z1, . . . , zp.

Производные набора неизвестных функций z1, . . . , zp параметризуются точ-
ками произведения Z = Zn

>0 × {1, . . . , p}. Пусть ≺Zn
>0

– некоторый порядок
на полугруппе Zn

>0, удовлетворяющий условиям a) и б) из п. 2.1. Рассмот-
рим следующий полный порядок ≺ на множестве Z. Для любых элементов
(α, i) и (β, j) множества Z сравниваются элементы α и β полугруппы Zn

>0 с по-
мощью упорядочивания ≺Zn

>0
; если они совпадают, сравниваются (как целые
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числа) номера i и j. В этом случае можно произвести построения, аналогичные
сделанным в настоящей работе, и доказать прямые аналоги теорем 1–4.

6.3. О пространстве решений в точках “плохой” гиперповерхно-
сти Σ. Описанная выше техника позволяет исследовать пространства фор-
мальных и (ростков) аналитических решений системы в точках дополнения
к некоторой аналитической гиперповерхности Σ (см. п. 4.2). Следующий при-
мер показывает, что пространства формальных и аналитических решений си-
стемы в некоторых точках гиперповерхности Σ могут быть “устроены” иначе,
чем для точек дополнения к гиперповерхности Σ.

Рассмотрим уравнение вида
n∑

i=1

aixi
∂z

∂xi
= 0,

где ai – некоторые целые числа. “Плохая” гиперповерхность Σ в данном случае
есть, в зависимости от выбора упорядочивания ≺, одна из гиперплоскостей
xi = 0. При подходящем выборе коэффициентов ai нетрудно показать, что
для точки 0, принадлежащей гиперповерхности Σ, доказанные теоремы 1–4 не
выполняются. В частности, функция H(0, i) может не быть полиномиальной
на множестве достаточно больших натуральных чисел.

6.4. Алгебраический смысл функции Гильберта системы. Рассмот-
рим пространство Cn с координатами ξ1, . . . , ξn. Напомним, что главный сим-
вол системы – это семейство M(u) алгебраических многообразий (точнее, иде-
алов в кольце многочленов C[ξ1, . . . , ξn]), где параметр u принадлежит обла-
сти U . Семейство M(u) задается следующим образом. Для каждого оператора

Di =
∑

α∈supp Di

dα∂α, (40)

стоящего в левой части i-го уравнения системы (8), рассмотрим семейство од-
нородных многочленов

D̃i(u, ξ) =
∑

α∈supp Di

|α|=r(Di)

dα(u)ξα, (41)

где через ξα обозначен моном ξα1
1 . . . ξαn

n , а r(Di) – порядок оператора Di. Се-
мейство M(u) является семейством идеалов в кольце многочленов C[ξ1, . . . , ξn],
порожденных всеми многочленами D̃i.

Используя конструкцию базисов Грёбнера, нетрудно доказать следующее
утверждение о функции Гильберта системы (8).

Предложение 8. Для любой точки u ∈ U \Σ и любого неотрицательного
целого i выполнено равенство

HM(u)(i) = H(u, i), (42)

где через HM(u) обозначена функция Гильберта алгебраического многообразия
M(u).
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