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МНОГОГРАННИК НЬЮТОНА, ПОЛИНОМ ГИЛЬБЕРТА 
И СУММЫ КОНЕЧНЫХ МНОЖЕСТВ 

А. Г. Х о в а н с к и й 

1. Формулировка результатов 

Подмножества в коммутативной полугруппе можно складывать: сум
мой А+В двух подмножеств А я В в коммутативной полугруппе G назы
вается множество точек 2, представимых в виде z = a + 6 , где а^А и ЬеВ. 
Обозначим через N*A сумму N экземпляров множества А. 

Т е о р е м а 1. Для любых конечных подмножеств А и В в коммута
тивной полугруппе G число точек в множестве B+N*A при достаточно 
больших натуральных N является полиномом по N. Степень этого поли
нома меньше, чем число точек в множестве А. 

Теорема 1 -= частный случай теоремы 2, сформулированной в п. 2. По
линомы, встречающиеся в теоремах 1 и 2, являются полиномами Гильбер
та некоторых градуированных модулей над кольцом полиномов от не
скольких переменных. 

Если полугруппа G является абелевой группой без элементов конеч
ного порядка, то можно вычислить степень и старший коэффициент поли
нома, встречающегося в теореме 1. Введем нужны.-^ обозначения. Обозна
чим через G{A) подгруппу группы G, порожденную разностями элемен
тов из множества А (группа G{A) состоит из элементов вида S t̂«t> где 
а^^А, Ui^Z и 2 j ' ^ i=0) . Так как группа G не имеет элементов конечного 
порядка, то группа_С(/1) изоморфна группе Z"", где /г —ранг группы 
G(A). Множество А=А—а^ где а — некоторый элемент множества /1 , со
держится в группе G(A). 

О п р е д е л е н и е . Приведенным многогранником Ньютона множества 
Лс:С называется выпуклая оболочка в пространстве R"*, содержащем ре-
тетку Z", образа множества А при изоморфизме групп G{A) и Т\ 

Приведенный многогранник Ньютона определен с точностью до аф
финного преобразования x-^z±.Ux^ где z^U" и С/— унимодулярное преоб
разование. В частности, объем приведенного многогранника Ньютона оп
ределен корректно. Обозначим через ДЛ, В) число классов смежности 
группы G по подгруппе G{A), содержащих точки множества В. 

Т е о р е м а 4. Пусть полугруппа G является абелевой группой без 
элементов конечного порядка. Тогда при N-^9^ отношение числа точек 
множества B+N'^A к числу N"^, где п — ранг группы G{A), стремится к 
произведению объема приведенного многогранника Ньютона множества А 
на число 1{А, В), 

Теорема 4 доказывается в п. 3, посвягценном в основном группе G== 
= Z". Пусть /4ciZ" — конечное множество, такое что группа Z'"" {А) равна 
группе Z'', и Д — выпуклая оболочка множества А в W, Т'^^'\ Согласно 
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теореме 3 пз и. 2 каждая целая точка многогранника N-A, лежащая до-
статочно далеко от его границы, принадлежит множеству Л'*Л. 

В и. 4 мы показываем, как, используя полином Гильберта и теоре
му 3, доказать теорему Кушниренко (теорема Купгннренко вычисляет 
число репгений общей системы из п полиномиальных уравнении! от п не
известных, имеющих одинаковые многогранники Ньютона), Резулг>таты 
этой статьи возникли из попыток найти наиболее простое доказательство 
этой теоремы. 

В п. 5 вычисляются группы Гротендика полугруппы компактных под
множеств в R" и полугруппы конечных подмножеств в Ж". 

Результаты статьи докладывались на Международной топологической 
конференции 1988 г. в Баку, с тех пор перешли в область фольклора, но 
так и не были опубликованы. Здесь я восполняю этот [фобел. 

2. Полином Гильберта и число точек 
в сумме конечных множеств 

Пусть G — некоторое множество. В ~ его конечное подмножество и 
Л = {«г} — множество из т коммутирующих отображений G в себя, di'^Oj^ 
•==aj°ai, К г , / < m . Обозначим через Л (iV) множество U di,°,. .^^di^iB). 

Т е о р е м у 2. При достаточно большом натуральном, N число точек 
в множестве B{N) является полиномом от N. Степень этого полинома 
меньше числа т. 

Теорема 1, сформулированная в и. 1,— частный случай теоремы 2. 
Для вывода теоремы 1 из теоремы 2 достаточно рассмотреть^множество ^ , 
являющееся множеством точек полугруппы G, множество В, равное мно
жеству /?, и множество отображени!! А, состоящее из сдвигов di «юлугруп-
пы G иaJ)лeмeнты а, мно/Нества Л (т. е. di{g)^g+a^), В этом случае мно
жество B(N) совпадает с множеством B-\-N*A, и теорема 1 сводится к 
теореме 2. 

Докажем теорему 2. Рассмотрим счетное число попарно непересекаю
щихся экземпляров G,, г=0, U множества G вместе с взаимно одно-
значными соответствиями я,: G-^Gt. Обозначим через .Y объединение мно
жеств Gt, Z=UGi, и через L — пространство комплекснозначных линейных 
функций на X, отличных от нуля лишь в конечном числе точек. Про
странство L порождено функциями 6 ,̂ равными нулю всюду, кроме точки 
х^Х, и равными единице в точке х. В пространстве L есть градуировка: 
функция имеет градуировку к, если она отлична от нуля лишь на к-м 
экземпляре G^ множества б. Пространство L можно превратить в градуи
рованный модуль над кольцо1М С [OTI, . . . , х,»] полиномов от т неременных: 
образующая Xi по определению переводит функции б̂ с, где x=nj{g), g^G, 
j^O^ 1, . , .^ в функции бу, где y=nj^i{di{g)). Это действие однозначно 
продолжается до действия кольца С [ x i , . . . , Хт] на пространстве L. Рас
смотрим подмодуль /уд в L, порожденный элементами б ,̂ где х^По{Ь), 5 ^ 
^В. Компоненты модуля L^ с градуировкой N являются линейной комби
нацией функций бх, где х=Ял(^) ,_^^5(Л^). Размерность этой компоненты 
равна числу точек в множестве B(N). Поэтому теорема 2 вытекает из 
теоремы Гильберта [1, с. 160, теорема (3.21]. 

3. Суммы конечных подмножеств в целочисленной решетке 

Пусть А — конечное подмножество в Z", Z^ciR'* такое, что подгруппа,, 
порожденная его элементами, совпадает с группой Ж"". 
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У т в е р ж д е н и е 1. Существует константа С, обладающая следую
щим свойством: для всякой линейной комбинации 2J ^^Ai векторов а{^А 
с вещественными коэффициентами Кг, которая является целочисленным 
вектором, существует равная ей линейная комбинация ZJ ̂ i^i е целыми 
коэффициентами п^ такая, что 2 \Пг~Кг\<^С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого вектора х из конечного множест
ва X целочисленных векторов, представимых в виде а:== 2 ^А? где 0=^Я»=^ 
< 1 , фиксируем представление в виде х=21^г(^)^г, щ{х)^Т. Такое пред
ставление существует, так как элементы ai^A порождают группу Z"". До
статочно положить C=m+q, где /д —число элементов множества А и д = 

2-J \мх)\ = т а х ^ j | 7 i , ( a : ) | . Действительно, для всякого целочисленного вектора 

z^T^, равного S^i^i, вектор x=z—^ \Кг\а^ лежит в множестве X Следо
вательно, . х = 2 ^i{^)^i и 2 = 2 J ^ А , где 7ii=[Ki]+ni{x), Утверждение 1 до
казано. 

Обозначим через А выпуклую оболочку множества А в пространстве 
R"", содержащем решетку Z". Если множество А содержит точку О и Ж — 
натуральное число, то многогранник А -̂Д можно определить как множест
во линейных комбинаций ^Xitti векторов at^A таких, что Яг^О и ^ %i^N, 
Обозначим через Д(Л^, С) многогранник, состоящий из линейных комби
наций S Я А , где Хг^С, 2 Ki^N—C. 

У т в е р ж д е н и е 2. Пусть группа 1''{А), порожденная разностями 
элементов из множества А, совпадает с группой 1Г и точка О принадле
жит множеству А. Тогда каждая целочисленная точка из многогранника 
A(N, С), где С — константа, фигурирующая в утверждении I, лежит в 
множестве N*A. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как множество А содержит точку О, то 
множество N*A состоит из точек вида 2 J ^i^u где а^^Л, Ui^O и 2J Щ^N. 
Согласно утверячдению 1 каждая целочисленная точка из многогранника 
Д (Л ,̂ С) допускает представление в таком виде. 

Фиксируем произвольную евклидову метрику в пространстве W. 
Пусть Л — конечное подмножество в группе Z"c=lR'' и Д — его выпуклая 
оболочка в К"". 

Т е о р е м а 3. Пусть группа Т'{А) равна группе Т^. Тогда существу
ет константа р, обладающая следующим свойством: при любом натураль
ном N каждая целая точка многогранника /V-Д, отстоящая от границы это
го многогранника не менее чем на р, лежит в множестве N^A, 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Не ограничивая общности, можно считать, что 
множество А содержит точку О (в противном случае вместо множества А 
нужно рассмотреть сдвинутое множество А — а, где а ~ некоторый вектор 
из множества А), Занумеруем элементы ai множества А, i = l , . . . , т. Рас
смотрим пространство R'', размерность которого равна числу элементов 
множества А, и отображение я : R'̂ -̂ -O?"', переводящее -̂й вектор стан
дартного базиса в R"' в вектор а,^К". Обозначим через K{N) и А'(Л ,̂ С) 
симплексы в пространстве R"\ определенные соответственно неравенства-

m m 

ми Я.>0, 2-J ^^^Л^ и %i^C, 2jtX^<N-C. Многогранники N-A и Д(]У, С) 

являются образами симплексов K{N) и K{N, С) при отображении л. Каж-
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дая точка симплекса K{N), удаленная от его границы на расстояние, не 
меньшее чем СУт, лежит в симплексе K{N, С), Поэтому каждая точка 
многогранника Л^Д, удаленная от его границы на расстояние, не меньшее 
чем р==СУ/7г||я||, где ||я|| —норма оператора я , лежит в многограннике 
A(/V, С). Для завершения доказательства теоремы 3 осталось соглаться на 
утверждение 2. 

Ниже мы будем считать, что метрика в пространстве R" нормирована 
следующим условием: объем параллелепипеда 11(^1, . . . , в^), натянутого 
на базис е^, . . . , вп в решетке I'"" ( x e n ( e i , . . . , en)"^=^a:=2 Mi , 0<?wi^l). 
равен единице. 

С л е д с т в и е 1. Пусть группа Z''{A) совпадает с группой Z". Тогда 
отношение числа точек в множестве N*A к числу iV"-V(A), где V(A) — 
объем выпуклой оболочки Д множества А, при N~^oo стремится к еди
нице. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Множество N*A содержится в множестве це
лых точек многогранника iV-Д. Это дает верхнюю оценку числа точек в 
множестве N*A. Нижнюю оценку дает теорема 3. Обе эти оценки при 
ЛГ->оо имеют порядок iV"-V(A). 

С л е д с т в и е 2. Пусть группа Ж (А) имеет в группе Ж^ конечный ин
декс, равный i n d ^ . Тогда отношение числа точек в множестве N^A к чис
лу N"" при N->oo стремится к числу (ind Л)~*У(Д). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Можно считать, что множество А содержится 
в группе Z''(A) (если это не так, то вместо множества А нужно рассмот
реть сдвинутое множество А—а^ где а — некоторый элемент множества А), 
В этом случае можно воспользоваться следствием 1, рассматривая вместо 
решетки Z" решетку Z'^(A). Для этого нужно только перенормировать 
метрику: отношение объемов параллелепипедов П ( / ь . . . , / „ ) и П(е1, . . . 
. . . , вп), где /i, . . . , /п и ^1, . . . , е„ — базисы решеток Z" (А) и Z", равно 
числу i n d ^ . Следствие 2 доказано. 

С л е д с т в и е 3. Пусть А и В — конечные подмножества в Z" и груп
па Z" (^ ) равна группе Z". Тогда отношение числа точек в множестве 
N*A+B к числу Л^"-У(Д), где У(Д) —объем выпуклой оболочки множест
ва А^ при N->oo стремится к единице. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Множество N^A+B содержится в множестве 
целых точек многогранника Л̂  Д+Дв, где Д и Дв — выпуклые оболочки 
множеств А и В. Это дает верхнюю оценку числа точек в множестве 
N^A-^-B. С другой стороны множество N*A+B содержит не меньше точек, 
чем множество N*A. Обе эти оценки при N-^oo имеют порядок Л^"У(Д) 
(для нижней оценки это вытекает из следствия 2) . Следствие 3 доказано. 

Докажем теперь теорему 4, сформулированную в п. 1. 
Прежде всего, множества bi-\-N*A и b2+N^A не пересекаются, если 

элементы Ь^ и Ь^ лежат в разных классах смежности группы G по под
группе G{A), Поэтому достаточно рассмотреть случай, когда все множе-
ство В лежит в одном классе смежности. Далее, можно считать, что как 
множество В, так и множество А лежат в подгруппе G{A). Если это не 
так, то вместо множеств А и В можно рассмотреть сдвинутые множества 
А—а и В=В~Ь, где а, b — некоторые элементы множеств А IA В. Но в этом 
случае теорема 4 сводится к следствию 3: группа G(A) по определению 
не имеет элементов конечного порядка и, тледовательно, изоморфна груп
пе Z". Теорема 4 доказана. 

В заключение этого пункта докажем одно свойство полугрупп в Z"*, 
вытекающее из утверждения L Пусть А — конечное подмножество в Z"* 
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и -ЙГ(^) — порожденный этим подмножеством конус в К", х^К{А), х= 

У т в е р ж д е н и е 3. Пусть группа, порожденная множеством А, сов
падает с / " . Тогда каждая целая точка свдинутого конуса КЛ-х, где х =^ 

•=(7 / xai и С — константа, фигурирующая в утверждении 1, принадле-

жит полугруппе, порожденной множеством А. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Если вектор z—x лежит в конусе А', то этот 

вектор представим в виде z—x=^ 2 ŵ̂ b Х^^О. Поэтому вектор z представим 
в виде 2=21 i%&C)ai, где ?^г^0. Согласно утверждению 1 каждый цело
численный вектор Z такого вида представим линейной комбинацией век
торов «i с натуральными коэффициентами. 

З а м е ч а н и е . Утверждение 3 можно рассматривать как многомер
ное обобщение следующей простой задачи для школьников: показатц что 
любую достаточно большую (на самом деле большую семи) натуральную 
сумму рублей можно заплатить без сдачи трех- и пятирублевыми купю
рами. (Действительно, группа, порожденная числами 3 и 5, совпадает 
с группой / , порожденный ими конус К совпадает с множеством поло
жительных чисел, а сдвинутый конус К-\-С — с множеством чисел не 
меньших С.) 

4. Число корней общей системы уравнений 

Сначала напомним известные факты из алгебраической геометрии 
(см. [1]) , а затем выведем из этих фактов и теоремы 2 теорему Кушни-
ренко. 

4.1. Пусть X — открытое по Зарисскому множество в неприводимом 
л-мерном комплексном алгебраическом многообразии и L — конечномерное 
линейное пространство регулярных функций на X. Что можно сказать о 
решениях системы из п уравнений / i = . . .= /п=0 на X, где /, —достаточно 
общие функции из пространства Ы Этот вопрос хорошо изучен в алгеб
раической геохметрии. Сформулируем один из вариантов ответа. Обозна
чим через Хо подмножество в X, на котором обращаются в нуль все функ
ции из пространства L-

Обозначим через Пь отображение множества Х\Х^ в проективное про
странство СР^'~*, заданное формулой Пь{х)=е^{х) \ e^ix):...: е^{х), где 
ej, . . . , е„, — базис пространства L (отображение Пь определено с точ
ностью до проективного преобразования). Если образ H L ( X \ X O ) имеет 
размерность, меньшую чем п, то общая система уравнений / i = . . . = in=^ 
= 0 не совместна в X\XQ. Предположим, что образ Пь{Х\Х) имеет 
размерность п. В этом случае корни почти любой системы / i = . . . = / п = 0 
лежат лишь в гладких точках множества Х\Хо и являются невырожден
ными. Почти все такие системы имеют одно и то же число корней. Это 
число корней равно произведению степени отображения Пь- Х\Х^~^ 
->Лх,(Х\Хо) множества Х\Хо на свой образ Яь(Х\Хо) на степень замыка
ния множества Яь(Х\Хо) в проективном пространстве. Степень отображе
ния Яь: Х\Хо-^Я£(Х\Хо) равна числу прообразов почти любой точ
ки у^Пь{Х\Хо). Степень замыкания множества Я1,(Х\Хо) в проективном 
пространстве можно вычислить, используя полином Гильберта. Рассмот
рим линейное пространство Z>̂ , состоящее из линейных комбинаций функ
ций /= / i • . . . / . ¥ , где fi^T^. Согласно теореме Гильберта размерность про« 
странства L^ при достаточно больших натуральных Л̂  является полиномом 
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ОТ N, Степень d этого полинома равна размерности замыкания множества 
Яь{Х\Хо), а умноженный на dl коэффициент при N"^ этого полинома равен 
степени в проективном пространстве замыкания множества Пь{Х\Хо), 

4.2. Перейдем к теореме Кушниренко. Введем нужные определения и 
обозначения. Каждому характеру x=^i"''* • • •'^п""" тора (СХО)"" соответст
вует точка т=т^, . . . , т,п в целочисленной решетке Z'^^W. Полиномом 
Лорана Р на торе (СХО)"* называется конечная линейная комбинация ха
рактеров, P=^Xi%i. Носителем supp(P) полинома Лорана Р называется 
конечное множество в решетке Z", соответствующее характерам х»? входя
щим в полином Лорана Р с ненулевым коэффициентом Xi. 

Фиксируем конечное подмножество А в целочисленной решетке Ж". 
Сколько корней в ( € \ 0 ) " имеет общая система уравнений Р, = . . . = Р д = 0 , 
в которой Pi — полиномы Лорана с носителем А? Ответ на этот вопрос 
дает следующая 

Т е о р е м а К у ш н и р е н к о ( [ 2 ] ) . Число корней в (СХО)"" общей 
системы уравнений P i = . . .=Рп=0 , supp(P)==^, равно умноженному на п1 
объему выпуклой оболочки множества А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Применим факты из алгебраической геомет
рии, сформулированные в п. 4.1, в том случае, когда Z=(CXO)' ' и про
странство L состоит из линейных комбинаций характеров, соответствую
щих точкам множества А. Размерность образа пространства (СХО)"" при 
отображении Пь в проективное пространство равна рангу группы Ж''(А), 
порожденной разностями элементов множества А. Ранг группы Ж"(А) 
меньше, чем п, если и только если объем выпуклой оболочки множества А 
равен нулю. В этом случае очевидно, что соответствугоп^ая обхцая система 
уравнений несовместна. Если ранг группы I''(А) равен /?, то степень ото
бражения тора (СХО) '̂ на свой образ равна индексу indA подгруппы 
/ " ( Л ) в группе I" (любая точка образа имеет ровно indA прообразов п 
торе (СХО)"). Пространство L^ состоит из линейных комбинаций харак
теров, соответствующих точкам множества N^A. Размерность пространст
ва L^ равна числу точек в множестве N*A. Согласно следствию 2 к тео
реме 3 (см. п. 3) старший коэффициент полинома Гильберта равен объе
му V(A) выпуклой оболочки множества А, деленному на число ind А. 
Поэтому число корней общей системы уравнений Р , = . . . = Р „ = 0 в (СХО)'' 
равно ^ i n d ^ . ( V ( A ) / i n d 4 ) = ^ V ( A ) . 

5. Группы Гротендика полугрупп конечных подмножеств в Z" 
и компактных подмножеств в К" 

Пусть А — компактное подмножество в конечномерном линейном про
странстве Z/, а Д — его выпуклая оболочка размерности к. 

Л е м м а . Для каждой точки х многогранника Я-А, где X любое чис
ло, не меньшее чем /c+l, существует точка а^А такая, что вектор 
X—а' лежит в многограннике (Я—1)-А. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Точка у=Х~^х лежит в многограннике А. Тан 
как размерность А равна к, то точка у лежит в одном из /с-мерных симп

лексов, вершины До,. . . , % которого лежат в множестве А, у— У t Xiau 
о 

Я.,>0, 2шш1 ?^i=l- Коэффициент Х^ при одном из векторов а^ не меньше 

чем (k+i)~\ Точка х—а^ лежит в многограннике (^—1) -Д. 
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С л е д с т в и е 1. При любом гомоморфизме полугруппы по сложению 
компактных подмножеств конечномерного линейного пространства в абе 
леву группу образы подмножеств, имеющих одинаковые выпуклые обо
лочки, совпадают. 

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Пусть А — выпуклая оболоч}са компактных иод-
множсч'тв Л и В. Тогда множества А + к-\ и Б-\^к А, где к равно размер
ности линейного пространства, совпадают: действительно, согласно лемме 
оба этил множества равны (А-М)Д. Так как /l-f-A>A=j94-A>z\, то при го
моморфизме в любую абелеву грунну образы элементов /1 и В совиадают. 

Формальные разности А1--Д2 выпуклых тел А,, А2^Ь с естественным 
отношением эквивалентности Aj—As-̂ As—А4-̂ *=>^А1+А2=А2+Аз образуют 
абелеву группу. Следствие 1 показывает, что эта группа является группой 
Гротендика полугруппы компактных подмножеств пространства L относи
тельно сложения. 

Пусть Л, /?—конечные подмножества целочисленной решетки / ' ' , 
А ~ выпуклая оболочка множества Л и В ~- множество целых точек много
гранника К-А, где К^1^ К>п. 

Непосредственно из леммы вытекает следующее 
С л е д с т в и е 2. Множество Л+В состоит из всех целых точек много

гранника (/v4-l)A. 
С л е д с т в и е 3. Для всякого целочисленного многогранника А число 

целых точек в многограннике N-A является полиномом на мможесгве до
статочно больших натуральных чисел N. 

Следствие 3 вытекает из теоремы 1, примененной к подмножествам Л 
и В в решетке Z", где Л — множество целых точек многогранника А и В ~ 
множество целых точек многогранника п-А (см. следствие 2) . 

З а м е ч а н и е . Справедлива более сильная теорема Макдопальда 
| 3 ] : число целых точек в многограннике /VA является полиномом на мно
жестве всех натуральных чисел N. Алгебраическое доказательство [4] 
теоремы Макдопальда использует не только полином Гильберта, но и ра
венство нулю когомологий торического многообразия с коэффициентами 
в некотором пучке, гюстроенном по многограннику А. 

Следствие 4 доказывается так же, как и следствие 1. Формальные 
разности целочисленных многогранников с естественным отн(Ш1ением 
эквивалентности образуют абелеву грунну. Следствие 4 показывает, что 
эта группа является группой Гротендика полугруппы конечных подмно
жеств решетки. 

З а м е ч а н и е . Следствие 4 проясняет, почему дискретные характери
стики гиперповерхности Р=0 в торе (С\0)'* зависят не от носителя 
8нрр(Р) полинома Лорана Р, а от выпуклой оболочки А(Р) этого носите
ля. Доказательство этого факта, основанное на других соображениях, 
можно найти в [4 ] . 
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