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ТЕОРЕМА РИМАНА—РОХА ДЛЯ ИНТЕГРАЛОВ И С У М М 
КВАЗИПОЛИНОМОВ ПО ВИРТУАЛЬНЫМ МНОГОГРАННИКАМ 

А . В. ПУХЛИКОВ, А . Г. ХОВАНСКИЙ 

Работа посвящена доказательству теоремы (называемой авторами теоремой 
Р и м а н а - Р о х а ) , связывающей интеграл и целочисленную сумму квазиполинома 
по выпуклой цепи из некоторого семейства. Показано, ч т о существует линейный 
дифференциальный оператор (оператор Т о д д а ) , переводящий интеграл в сумму. 
Э т о дает многомерное обобщение известной формулы Э й л е р а - М а к л о р е н а . 

ВВЕДЕНИЕ 

Настоящая работа является непосредственным продолжением статьи [1] тех 
же авторов. Развитая в [1] теория выпуклых цепей и конечно-аддитивных мер 
на них реализует один из возможных подходов к их изучению; в данной работе 
предлагается другой, „трансверсальный", подход, основанный на системати
ческом использовании концепции конического представления выпуклой цепи, 
т.е. представления цепи как целочисленной линейной комбинации хвьрактери-
стических функций конусов. Один раз эта тема затрагивалась в [1]: когда рас
сматривался вопрос о восстановлении выпуклой цепи по ее опорной функции 
(§ 4, предложение 2, где по существу уже намечены общие контуры техники, 
на которой построена настоящая работа). 

Предметом нашего изучения являются специальные меры выпуклых цепей — 
интегралы и целочисленные суммы (т.е. суммы по точкам дискретной решетки) 
квазиполиномов. Мы приводим достаточно развернутое вычисление этих мер, 
что позволяет нам получить основной результат — „теорему Римана—Роха", 
связывающую целочисленную сумму и интеграл (одного и того же) квазиполи
нома по семейству выпуклых цепей. Одномерный вариант этой теоремы есть 
старая формула Эйлера—Маклорена для специального класса функций (квази
полиномов), так что наша „теорема Римана-Роха" может быть интерпрети
рована как многомерное обобщение формулы Эйлера—Маклорена (по поводу 
последней см., например, [2]); 

Мы свободно и без специальных ссылок пользуемся языком предшествую
щей статьи [1] — прежде всего понятиями выпуклой цепи и ее опорной функ
ции. Вместе с тем данная работа почти независима от [ 1 ] — из результатов, 
доказанных в [1], нам необходимо по существу только почти тривиальное пред
ложение 2 из § 4, упомянутое выше. 

Ключевые слова: интеграл и целочисленная сумма квазиполинома, развернутые и остро
конечные конуса, мероморфная функция. 

188 



Т Е О Р Е М А Р И М А Н А - Р О Х А 189 

Система нумерации утверждений и определений та же, что и в [1]. 
Авторы благодарят Международную лабораторию „Математические мето

ды информатики и управления" и ее директора С. К. Коровина за финансовую 
поддержку настоящей работы. 

§ 1. ФОРМУЛИРОВКА ОСНОВНОЙ ТЕОРЕМЫ 

В данном параграфе вводятся понятия и конструкции, необходимые для фор
мулировки теоремы Римана-Роха. Кроме того, мы кратко объясняем алгебро-
геометрическое происхождение этой теоремы. 

1. Исходные понятия и конструкции. Пусть (V,A) — допустимая пара [1], 
где V — n-мерное вещественное линейное пространство, а А в данном случае — 
дискретная полная решетка. Зафиксируем изоморфизм V —• К", относительно 
которого А становится естественно вложенной целочисленной решеткой Z" С 
К"; на точки х £ А мы будем ссылаться как на целочисленные вектора. Пусть 
А* = {/ G V*|/(Л) С Z} С V* — двойственная решетка. Ее элементы мы будем 
называть целочисленными ковекторами. 

Понятия, которыми мы будем пользоваться, в большинстве своем общепри
няты. Однако во избежание возможных разночтений мы приведем их список с 
указанием точного значения. 

(1) Луч есть замкнутая аффинная полупрямая в V, вершина луча — его 
начало, луч есть Л-луч (или целочисленный луч), если он содержит по крайней 
мере две (и, значит, бесконечно много) точки из Л, одна из которых — его 
вершина. 

(2) Аффинное подпространство W С Л есть Л - п о д п р О с т р а н с т в о (или цело
численное подпространство), если W есть аффинная оболочка W ПЛ. 

(3) Конус С С V есть выпуклая оболочка конечного множества лучей 
Ri,..., R N С общей вершиной; С есть Л-конус (или целочисленный конус), если 
лучи Ri,..., Ддг можно выбрать целочисленными. Обозначим через (С) и vs(C) 
аффинную оболочку и вершинное пространство конуса С соответственно. Оче
видно, для Л-конуса С имеем (С) и vs(C) суть Л-подпространртва. Грань Л-
конуса есть, очевидно, Л-конус. 

(4) Конус С назовем развернутым, если dim vs(C) ^ 1. В противном случае 
конус С назовем остр оконечным. В последнем случае определена, его вершина 
— точка vs(C) и ребра (одномерные грани), причем С есть выпуклая ободочка 
своих ребер. 

(5) Пусть R — луч с вершиной х. Направляющий вектор луча R есть у — х, 
где у £ R \ {х} есть ближайшая к х целочисленная точка, если R — Л-луч, и 
любая точка в противном случае. 

(6) Простой конус С — это остроконечный конус С, направляющие вектора 
ребер которого линейно независимы. Простой Л-конус (или простой целочи
сленный конус) С — это простой конус С, являющийся таким Л-конусом, что 
направляющие вектора его ребер образуют базис решетки (С) П Л. 

(7) Размерность конуса есть dim(C), внутренность конуса IntC понимается 
всегда к а к внутренность в (С). Подчеркнем, что к о н у с в н а ш е м понимании 
всегда замкнут. 
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Все перечисленные понятия применимы, разумеется, к любому пространству 
и любой дискретной полной решетке (на самом деле к любой допустимой паре 
в смысле [ 1 ] ) . Применяя их к паре (У*,Л*), дадим еще одно определение. 

(8) Разбиение пространства V* есть конечный набор конусов £ = {С* С V\i £ 
1} со следующими свойствами: 

(а) 0 £ vs(Cf), iel; 
(б) Int С* П Int С£ = 0 при а ф 6 , а, 6 £ I; 
(в) С* П С4* = С* для некоторого е £ / ; 
(г) С* С влечет: С* есть грань С£; 
( Д )у*=иьлс ; . 
Разбиение простое, если все конусы С* простые,, и простое целочисленное 

(или Л-), если все С* — простые Л-конусы. Ребрами простого (целочислен
ного) разбиения назовем все ребра конусов С*, а направляющими векторами 
разбиения — направляющие вектора ребер. 

(9) Выпуклый многогранник А £ V(V) полной размерности (т.е. (А) = У) на
зовем простым, целочисленным (Л-), простым целочисленным, если все конуса 
при его вершинах соответственно простые, целочисленные, простые целочи
сленные. (Подчеркнем, что в нашей терминологии „простой целочисленный" 
есть более сильное условие, чем „и простой, и целочисленный"!). Нетрудно 
видеть, что простой целочисленный многогранник А порождает простое це
лочисленное разбиение Ед пространства V* (называемое двойственным к А): 
пусть Г(А) — множество граней А, С д ] А Для Д £ Г(.4) — конус при грани Д 
(т.е. « з (Сд^) = (Д) и для любого х £ 1ш.Д существует окрестность U Э х 
такая, что С Д > Л П U = А П U), тогда Т,А = { С Д ] А | Д € Г(А)}, где С Д Л С У* 
— конус, двойственный к конусу Сд,л С У, сдвинутому так, чтобы начало 
координат лежало в его вершинном пространстве. 

Хорошо известно (в теории торических многообразий это означает, что вся
кое полное торическое многообразие разрешается до неособого проективного 
торического многообразия), что всякое целочисленное разбиение пространства 
У* (т.е. разбиение с целочисленными конусами) измельчается до простого це
лочисленного разбиения, двойственного простому целочисленному многогран
нику. 

С каждым простым целочисленным разбиением £ свяжем следующие че
тыре подмножества группы выпуклых цепей Z(V): Z(V,Ti) — цепи, опорные 
функции которых линейны в £; Z(A, £) — целочисленные цепи: Z(A) Г) Z(V, Е); 
V*(V, Е) = V*(V)nZ(y, Е) — виртуальные многогранники, опорные функции ко
торых линейны в Е; V*(A, Е) = ,Р*(Л) П Z(V, Е) — целочисленные виртуальные 
многогранники из 'P*(V, Е). 

Группы виртуальных многогранников V*{V,Y,) и ^ ' (Л , Е) имеют естествен
ную параметризацию, канонически строящуюся по данным разбиения Е. Пусть 
h, h, • • • •> IN £ Л* — целочисленные направляющие вектора ребер разбиения Е. 
Очевидно, кусочно-линейная функция / : У* —> Ж, линейная в разбиении Е, 
однозначно определяется своими „координатами" Z{ -- f(h), 1 ̂  г N. Более 
того, из условия, что Е — простое целочисленное разбиение, легко вытекает, 
что для любого набора (ZI,...,ZN) £ E.N существует кусочно-линейная функция 
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/ , линейная в £ , такая, что z; = f(h), 1 ^ г ^ N, причем соответствующий / 
виртуальный многогранник обозначим через a(z i , . . . , zjy) целочисленный тогда 
и только тогда, когда z,- € Z, 1 ^ i ^ TV. Таким образом, имеем диаграмму 

ZN ^ RN 

[*(•) 

, Z(A,E)-*Z(V,E) 

Опорную функцию виртуального многогранника a(z\,..., ZJV ) будем обозначать 
через f(z\,..., Z J V ) , а ее значение на ковекторе £ € V* — через / ( z i , . . . ,zjy,£) 
или / (z ,£) для простоты. 

2. Интегралы и суммы по выпуклым цепям. 

Определение 1. А) Пусть h : V —> С — непрерывная функция. Ее интегралом 
по выпуклой цепи а € Z(V) назовем число 

1/,(а) = У a(x)h(x)dx, 
V 

где элемент объема dx порожден целочисленной решеткой Л С V, а интеграл 
всегда существует в силу компактности носителя а. 

Б) Пусть h : Л —> С — любая функция. Ее (челочисленкой) суммой по цепи 
а 6 -£(У) назовем число 

Sh{a) = 53 a(x)h(x), 

определенное в силу компактности носителя а, так что сумма имеет лишь ко
нечное число ненулевых слагаемых. 

Основной результат настоящей работы — это выяснение связи между ото
бражениями //,(•) и Sh(-) (очевидно, это — меры на группе выпуклых цепей) 
для специального класса функций h, ограниченными на подходящие семейства 
цепей. Точнее, пусть /3 g Z(A,E) и a(z) S 7'*(У,Е), (z) = (zx,...,z^), тогда для 
фиксированной h имеем пару отображений 

Ih((3 * «(•)) : С, 

Sh(J3 *<*{•)) :Z? - С . 

Мы хотим восстановить второе из этих отображений по первому, когда в ка
честве h(x) берется многочлен на V. Напомним, что, согласно [1] (следствия 
2.4 и 2.5), в этом случае оба этих отображения полиномиальны по (z) степени 
deg/г + dim У. Задача, таким образом, сводится к тому, чтобы по коэффициен
там многочлена Ih(/3 * a(z)) найти коэффициенты многочлена Sh{P * <x(z)) или, 
точнее, построить линейный оператор, переводящий первый многочлен во вто
рой. Такой оператор (оператор Тодда) существует и решает поставленную 
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задачу. Однако для того чтобы это доказать, мы вынуждены рассматривать 
более широкий класс функций h(x) — квазиполиномы:, т.е. линейные комбина
ции функций вида Р(ж)ехр£(ж), где Р — полином, £ : V —> С — комплексный 
ковектор, £ £ Homjf(V, С). Действие (комплексного) ковектора f на вектор ж £ У 
мы будем записывать £(ж) или (£ • ж). 

3 . Оператор Тодда. Пусть z\,...,zn — независимые переменные, веществен
ные или комплексные, (d/dzi) — соответствующие операторы дифференциро
вания. 

Определение 2. Отображением Тодда мы называем функцию 

Td(z) : RN —• R или Td(z) : CN >C 

вещественно-аналитическую в первом и мероморфвую во втором случаях, 
N 

определяемую равенством Td(z) = Г| 1 - е *V ч • 
i = i e x p i z , ) 

Свойства отображения Тодда. (i) Оно симметрично относительно переста
новок переменных. 

(ii) Пусть (z'x,..., z'M) С (z i , . . . ,-zjv), М ^ N — некоторое подмножество пе
ременных. Ограничение Td(z) на плоскость переменных (z') есть Td(z'). Это 
следует из того, что Td(0) = 1. 

(iii) Мероморфная функция Td(z) имеет полюса кратности 1 вдоль гиперплос
костей Z{ = 2к\/—1т, т £ Z \ { 0 } . В частности, радиус сходимости степенного 
ряда Td(z) в начале координат равен 2п по каждой из переменных z;, а сам 
ряд имеет вид 

N сс 

Т Ф ) = П(1 + Г . - + В - 1 ) " 1 ( 2 Т ) ! ^ ) ' 

где Bk — к-е число Бернулли. 
Раскрывая скобки в последней формуле, запишем 

Td(*)= 

N . 

в обычных мультииндексных обозначениях: I = ( i i , . . . , ijv), \I\ = 2 Н- Злоупо-
k=l 

требляя обозначениями, мы будем выписывать это представление для разных 
N: Td(z) = YlTlzI без указания числа N. Это оправдано свойством (ii) и не 
вызовет недоразумений. 

Оператор Тодда в нашем понимании есть результат подстановки операторов 
дифференцирования ^ вместо переменных z; в этом разложении. Функции, к 
которым мы будем его применять, будут комплекснозначными аналитически
ми функциями вещественных переменных z; — ограничениями голом:орфных на 
D С CN функций на вещественную область D П (координаты фиксированы, 
вложение RN С естественное). 
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Определение 3. Функция f(z) допускает оператор Тодда Td(Jj), если ряд 

^2 rl^jf(z) абсолютно сходится на области определения / равномерно на 

компактных подмножествах к функции h(z), и тогда h(z) = T d ( ^ ) / ( z ) . 

Рассмотрим действие оператора Тодда на некоторые классы функций. 
(i) Очевидно, полиномы P(z) допускают оператор Тодда, а его действие 

комментариев не требует. К сожалению, ограничиться классом полиномов мы 
не можем — причины станут ясны ниже. 

(ii) Пусть pi, г = l,...,N, — комплексные координаты. Легко видеть, что 
N 

при \pi\ < 2ж экспонента ехр piZ, допускает оператор Тодда и 
1=1 

д N N 

T d ( — ) е х р ^ р , г ; = T d ( p b . . . ,рдг)ехр ^ p i Z j . 
2 z = l i-l 

Более того, нетрудно понять, что ряд, реализующий действие оператора Тод
да, сходится равномерно на компактах в D2n = {(p)\\pi\ < 2ж}. 

N 

(iii) Рассмотрим ехр Piz* к а к функцию (р, г), тогда для любого полинома 

P(z) имеем, очевидно, 

N g N 

P(z)expY^Pizi = ^ ( о — ) e x p ] T p i * i -

i = l Р ' i = l 

Все конкретные вычисления действия оператора Тодда, которые нам пона
добятся в дальнейшем, охватываются следующим утверждением. 

N 
Лемма 1. Квазиполином P ( z ) e x p ^ p{Zi при \pi\ < 2% допускает оператор Тодда, 

i = i 
а результат его действия таков: 

Q N а N 

T d ^ ) P { z ) е Х Р E * * « =
 Рф(Щяг, • • •, Ям) ехр £ 4iZi)\qt=pt. 

i = l 3 i = l 

Доказательство. Применим оператор Тодда, используя выписанное выше 
представление квазиполинома: 

i = l I 1 У 1 «=1 

д N 

= E p(dr7^TipI
 e x p Е р - г ' ) -

/ ^ i = i 

13 Алгебра и анализ № 4 , 1992 г. 
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N 
Поскольку ряд 2 rlPl- е х Р Pizi сходится абсолютно и равномерно на компак-

/ i=i 
тах по р в D2v, а его члены голоморфны, то же верно и для всех его произ
водных по р, так что требуемый ряд также сходится абсолютно равномерно на 
компактах, а оператор P(gjr) можно вынести за знак суммирования и получить 
ответ, написанный в условии леммы, — функцию, голоморфную по р в D2w и 
по z всюду. Лемма доказана. 

4. Основная теорема и ее происхождение. Сформулируем теперь основной 
результат. 

Теорема Римана-Роха для интегралов и сумм квазиполиномов. В приня
тых обозначениях для фиксированного простого целочисленного разбиения Е су
ществует окрестность начала координат О £ U С V* такая, что для любого 
квазиполинома 

f = ^2/

Pii.x)e-xpij(x), 

где £j £ U, j £ J, функция 

If(f3*a(Zl,...,zN)):RN -> С 

допускает оператор Тодда и для ( c i , . . . , c/v) G 

Q 

T d C g - ) / / ^ * a{zu ..., zN))\ 2 ; = с > = Sf(f3 * а(с1}cN)). 

Грубо говоря, оператор Тодда преобразует интегрирование квазиполинома 
(с достаточно маленькими показателями) по выпуклой цепи в его целочислен
ное суммирование. Для доказательства теоремы необходимы явные формулы 
для //(/3 * <*(z)) и Sf(P * <x(z)), которые будут получены ниже. Эти формулы 
представляют и самостоятельный интерес. Другими методами такие формулы 
получались и раньше (см., например, [3]). Но поразительная связь между ин
тегрированием и целочисленным суммированием до сих пор не была известна. 

Объясним кратко алгебро-геометрическое происхождение нашей теоремы (а 
заодно и ее название). Хорошо известно [4,5], что с каждым простым целочи
сленным разбиением £ пространства V* естественно связано гладкое ториче-
ское многообразие Х% (элементам решетки Л* соответствуют однопараметри-
ческие подгруппы тора (С \ {0})п, элементам решетки Л — его характеры). 
Для виртуального многогранника а £ V*(A, Е) обозначим соответствующий 
ему обратимый пучок через Т(а). Имеем (см. [5]): 

п 

Х(Х,Т(а)) = £ ( - 1 ) ' d i m ЯЧХ, ^(а)) = St(a), 
1 = 0 
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где I : V —• R — постоянная функция, т.е. эйлерова характеристика пучка 
есть „число целых точек" соответствующего ему виртуального многогранника. 
Согласно обычной алгебро-геометрической теореме Римана-Роха [6,7], 

Х(Х, Г(а)) = deg(ch (Т(<*)) • td (Т х ) ) п , 
п 

где ch(J r(a)) = ^ici(T(a)) — экспоненциальный характер Чженя обратимого 
1 = 0 *' 

пучка Т(а), а td(Tx) — класс Тодда касательного пучка многообразия X. 
Способ вычисления числа целых точек многогранника через теорему Ри

мана-Роха был предложен в [5]; таким путем в упомянутой работе были до
казаны полиномиальнрсть числа целых точек многогранника пА относительно 
п € Z+ и соответствующий частный случай теоремы двойственности Эрхарта 
(см. теоремы 1.1 и 1.2 в [1]); теорема двойственности вытекала из алгебро-
геометрической теоремы двойственности Серра. Сейчас, однако, мы можем 
сказать гораздо больше. Пусть v : M.N —>• R функция объема виртуального 
многогранника, 

v(zi,...,zN) = II(a(z1,...,zN)) = Ja(z,x)dx 
v 

(относительно элемента объема, определяемого решеткой Л С V). Очевидно, 
v(z) — полином степени dimV. Пусть </„ С Q[z i , . . . , XN] — идеал, состоящий 
из многочленов р ( ж 1 , ж д г ) таких, что р ( . . . , gj^)v(zi, • • •, ZN) = 0. Имеет 
место 

п 
Теорема. Кольцо Чжоу A(X)®Q = ф A'(X)®Q алгебраических циклов на мно-

i = 0 
гообраэии X по модулю численной эквивалентности, градуированное коразмерно
стью циклов, изоморфно как градуированная алгебра кольцу Q[a;i,... ,XN]/JV. 

Можно показать далее, что класс Чженя обратимого пучка !F(a), где а = 
N 

a(bi,..., bjv), представлен в Q [ x 1 ; . . . , х^]] JV многочленом °iXi, а соответству-
; = i 

ющий экспоненциальный характер Чженя — оборванным рядом для функции 
N 

ехр( biXi\, наконец, класс Тодда касательного расслоения Тх представлен 
i=i 

оборванным рядом функции 

N 
ТТ ХЛ 

jL j 1 - е х р ( - ж ; ) 

Отсюда уже несложно вывести, что 

= Х(Х,Н<*)) = ft Г _ e x f • ' " ' ^U.-' 

т.е. частный случай (для / = 1) нашей теоремы Римана-Роха (поскольку 
v(z) = J i (a(«i , . . . Подробное изложение этих рассуждений и фактов 
будет опубликовано в другом месте. 

1 3 
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5. Плав доказательства теоремы Римана-Роха. Идея доказательства тео
ремы Римана-Роха, предлагаемого ниже (ему посвящена вся оставшаяся часть 
работы)," состоит в следующем. В предыдущей статье [1] было показано (пред
ложение 4.2), что выпуклая цепь может быть восстановлена по ее опорной 
функции как линейная комбинация характеристических функций конусов, при
чем в качестве конусов можно взять сдвиги двойственных к конусам разбиения 
Е. При изменении Zi,...,Zff сама цепь /3 * a(z) меняется сложным образом, но 
движение каждого из конусов есть просто его параллельный перенос, П р и ч е м 

вектор переноса линейно зависит от координат (z). Если интеграл (сумма) 
квазиполинома по конкретному простому конусу существует (благодаря экс
поненте), то для этого отдельного конуса и квазиполинома теорема Римана-
Роха (т.е. связь суммы с интегралом) формулируется и доказывается без труда 
(этому посвящен § 2). 

Для того чтобы „склеить" эти факты в нашу теорему Римана-Роха, необхо
димо уметь так раскладывать выпуклую цепь в линейную комбинацию конусов, 
чтобы квазиполином с данным показателем £ G У* в экспоненте мог бы быть 
проинтегрирован по каждому из них. Цель достигается с помощью техники ко
нических представлений выпуклых цепей, развиваемой в § 3. Прообразом на
шей техники является известная конструкция А.Н.Варченко и И.М.Гельфанда 
[8]. 

Наконец, соединяя результаты § 2 и 3 в § 4, мы показываем, что интеграл 
(сумма) квазиполинома по подходящим конусам продолжается до мероморф-
нозначной меры на множестве конических цепей. Это позволяет работать так, 
как если бы можно было интегрировать (суммировать) любой квазиполином 
по любому конусу, не боясь расходимостей. Отсюда легко выписываются до
статочно явные формулы для интеграла и суммы квазиполинома по выпуклой 
цепи и (независимо от этих формул) доказывается т,еорема Римана-Роха (§ 5). 

Из этого поверхностного описания уже видно, почему мы не можем огра
ничиться рассмотрением сумм и интегралов полиномов по выпуклым цепям — 
для конуса их не существует, необходима экспонента, обеспечивающая сходи
мость. 

§ 2. ТЕОРЕМА Р И М А Н А - Р О Х А ДЛЯ ПРОСТОГО КОНУСА 

1. Универсальная экспонента. Пусть У£ = У* ® С = Нотк(У, С) — комплек-
сификация пространства У *, V* = V * ® 1 • V£ — естественное вложение веще
ственных пространств, так что над Е имеем У£ = У* ® 1 ФУ* <8> У/—Т И соответ
ственно для £ 6 V£ имеем каноническое разложение £ = Re£ 4-1/—llm£. Всякий 
раз, когда появляется координатная запись, подразумевается, что на У задана 
система координат ж 1 , . . . ,ж п <Е У*, относительно которой дискретная решетка 
Л С У реализуется как стандартная целочисленная решетка (такие системы 
координат мы называем целочисленными), а на У* — система двойственных 
координат £ i , . . . , £„ € У, (& -Xj) = S(j, причем естественно распространяются 
на VQ как комплексные координаты, 

&(Ref + л/-ЙтО = ti(JBLel) + V^lfctlmJ). 
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Универсальной экспонентной мы называем функцию 

ехр : V X VQ —• С, ехр : (ж,£) н-> ехр£(ж). 

Очевидно, универсальная экспонента аналитична по (ж,£) и, в частности, го
ломорфна как функция комплексных переменных 

2 . Формулировка теоремы. Зафиксируем пару (С, С*) двойственных друг 
другу простых целочисленных конусов в V и V* соответственно, с вершинами 
в начале координат (легко показать, что если один из конусов — С или С* — 
простой целочисленный, то и другой такой же). 

Определение 1. Конус G С V приведен относительно ковектора £ € V* \ {0} , 
если он остроконечный и функция £|G достигает своего максимума ровно в 
одной точке — вершине конуса. 

Для данного остроконечного конуса G обозначим через UQ (очевидно, от
крытое) множество комплексных ковекторов £ таких, что G приведен относи
тельно Re£. Обозначим также через G(x) сдвиг конуса G на вектор х G V, 
определим следующие функции: 

i:VxUc-*C, г : (ж, £) ь-> J ехр£(у)с?у, 

сад 

s:VxUc->C, s:(x,0>-> ехР£(г/) 
уел.пс(х) 

(очевидно, интегралы и ряды сходятся в силу приведенности). Далее, пусть 
Р : V —* С •— полиномиальная функция. Положим 

i(P,x,t)= J P(y)exp((y)dy,s(P,x,0= £ P 0 / ) e x P £ 0 / ) 

C ( x ) 

для £ € Uc так, что, в частности, t(l, ж, £) = г(ж,£) и s(l, ж,£) = s(x,£). Заметим, 
что естественное отождествление V£ с комплексифицированным касательным 
пространством T^V* ® С в любом ковекторе £ позволяет интерпретировать по
лином Р как линейный дифференциальный оператор на VQ с постоянными ко
эффициентами. Точнее, пусть (xi,...,xn) и ( £ i , . . . , £ n ) — пара двойственных 
целочисленных координат на V и V* С VQ, тогда полиному Р(х) = ^ а/ж7 

\I\4K 

соответствует линейный дифференциальный оператор 

в обычных мультииндексных обозначениях. Имеем, очевидно, 

Д ^ - , • • •, Щ~) ехр(£ • ж) = Р(хи ..., ж„) ехр(£ • ж), 

file:///I/4K
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т.е., как и в п.1.3, мы интерпретируем квазиполином на V как результат приме
нения линейного дифференциального оператора к универсальной экспоненте. 

Пусть vi,...,vn — направляющие вектора ребер конуса С. 

Предложение 1. А) Для любого ж £ V функция i(x,() : Uc —* С продолжается 
до мероморфной на V£ функции 

п 

£ ^ ( П _ е ( ^ ) ) - 1 е х р е ( ж ) 

с полюсами в наборе п гиперплоскостей f(ujt) = 0, к = 1,...,п, эту функцию мы 
обозначим также г(ж,£). Вне этого набора гиперплоскостей для любого полинома 
Р : V —> С функция г'(Р,ж,£) продолжается до голоморфной (и мероморфной на 
VQ) функции Р(щ^,^|-)г(ж,£), которую мы также обозначим через i(P,x,£). 

Б) ДЛЯ любого х £ А функция s(z,£) :.Uc —* С продолжается до мероморфной 
на VQ функции 

f *-> Д ( 1 - ехр£(г>*)) -1 ехр£(ж) 

с полюсами вдоль гиперплоскостей £(vj) = 1-n\J —\т, т £ Z, 1 ̂  п, эту 
функцию мы обозначим тем же символом з(ж,£). Вне этих гиперплоскостей для 
любого полинома Р : V —> С функция s(P, ж,£) продолжается до голоморфной, 
мероморфной на V£ функции 

которую мы также обозначим через s(P,x,£). 

Доказательство. Мы рассмотрим часть А) — часть Б) полностью аналогич
на ей. Вычисления становятся совсем тривиальными в подходящей системе 
координат. Построим ее. 

С парой (С, С*) двойственных простых целочисленных конусов естественно 
связана пара двойственных систем целочисленных координат (ж;), (fi) на V 
и V*, единственная с точностью до перестановки координатных функций. А 
именно, она однозначно определяется условиями: ребра С* имеют в качестве 
направляющих векторов вектора (£у = 6{j), i = 1,..., п, т.е. координатные орты 
(иными словами, fj = — Vi £ V = V**), а ребра С — векторы (XJ = —b~ij), 
г = 1,..., п (иными словами, координатные функции ж,; £ V* — это в точности 
направляющие вектора конуса С*; между ребрами конусов С и С* существует 
естественное взаимно-однозначное соответствие, как и между координатами Xj 
и (j). В координатах (ж), (£) А и А* есть Z", С = {(XJ)\XJ ^ 0} и С* == {(fj)|fj > 
0}. В этих координатах имеем для £ £ Uc(№Le£ £ IntC*) 

xi х„ п • • • п 

Кх>0= / " / е х р ^ & у ^ ? / ! ...dyn = -1 — е х р ^ ^ ж ; , 
J J - _ 1 . Cl • • • . . 
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причем интеграл сходится равномерно на компактах в Uc С V£, а, подынте
гральная функция голоморфна по (. Остальные утверждения теперь очевидны. 
Предложение доказано. 

Отметим попутно важное свойство введенных мероморфных функций. По
ложим i+{x,£) = i(x,£), i+(P,x,£) = г(Р,х,(), i-(x,£) и i-(P,x,() — интегралы 
универсальной экспоненты и квазиполинома по сдвинутому на вектор х кону
су С_, натянутому на векторы —Vi , v2,...,v„, так что С U С_ — развернутый 
конус с вершинным пространством — прямой ( v i ) . Положим Со — простой 
целочисленный конус в {v2,... ,vn), натянутый на v2,...,vn, и s+(z,f) = s(z,f) , 
s + ( P , z , f ) = s(P,x,£), s-(x,£) и So(x,£) — мероморфные функции на VQ, продол
жающие функции 

s-(xi>0 '• Л х Uc_ —» C,s_(x,() = ] Г ехр£(у), 
Sl6C_(x)nA 

s0(x,0 : Л х UCo -> C,sQ(x,() = ] Г exp£(y), 
»ec 0(i)nA 

и аналогично для квазиполинома определим s~(P,x,£) и so(P,x,£). 

Предложение»2. Имеют место соотношения для любого Р : V —> С 

i+(P,x,O + i-(P,x,O = 0, a+(P,x,t) + 3-(P,x,0 = s0(P,x,{). 

Доказательство. Проверка этих соотношений для Р = 1 — элементарное вы
числение. Применение предложения 1 завершает доказательство. 

Пусть (XJ), (fj) — естественно связанные с конусами С, С* системы коорди
нат, введенные при доказательстве предложения. Определим оператор Тодда 
конуса С как оператор Tdc = Td(g | - ) . 

Теорема 1 (теорема Римана-Роха для простого конуса). Для любого поли
нома Р(х) и любого ковектора f = ( f i , . . . , fn) б (С \ { 0 } ) " такого, что < 2ТТ 
(т.е. 0 ф |f(t>i)| < 27г) функция i(P,Xi,... ,хп,() — допускает оператор Тодда 
Tdc, причем при (xi,..., хп) £ Z" имеем 

r£dci(P,yi>...,yn,0\»i=zi=8(P,x1,...,xn,Z), 

причем ряд, реализующий оператор Тодда, сходится по £ равномерно на компак
тах в области 0 ф < 2ir, i = 1,..., п. 

3. Доказательство теоремы Римана—Роха. Прежде чем доказывать теорему 
1, что совсем несложно, мы приведем некоторое рассуждение (по-видимому, 
аналогичное тому, с помощью которого Эйлер и Маклорен пришли к своей 
формуле), ничего не доказывающее, но достаточно прозрачно объясняющее 
на уровне интуиции, почему происходит это удивительное преобразование ин
теграла в сумму. Наши выкладки чисто формальны. Пусть / : V —> С — 
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функция, F : V —> С — ее „неопределенный интеграл" по конусу С(х) (коорди
наты (ж),(£) — такие, как в условии теоремы): F(x) == J f(y)dy. Очевидно, 

С(х) 

afr '"' WxZF(x) ~ f(x)- Применим к F(x) оператор Тодда Tdc следующим обра
зом: 

Tdc F(x) = П(1 - е х р ( - А ) ) - ( ^ • . . 

а оператор (1 — ехр(—gfr)) - 1 рассмотрим (формально!) как сумму бесконечного 
оо 

ряда ^ ехр(—fcglr). Но оператор ехр(а^) можно интерпретировать (формула 
к=0 

Тейлора) как оператор сдвига на а, откуда 
T d c - F 4 » = ^ f(xl-ki,...,xn-kn), 

(*i,...,t„)ez^ 

т.е. в точности то, что нужно! 
Перейдем к строгому доказательству теоремы Римана—Роха. Оно совсем 

несложно и получается комбинацией явных формул предложения 1 и рассу
ждений п. 1 . 3 . Для универсальной экспоненты 

1 " 
i(xu...,xn;£i,---,in) = 7 Г~ехРУ~]х&> 

«•••«» U 
1 " 

s(x1,...,xn;£i,...,£n) = — e x p ^ ^ i f i , 

П(1-ехр(-е ; )) 

откуда и следует теорема. Общий случай произвольного Р следует из леммы 
1.1 и ее доказательства. Теорема полностью доказана. 

§ 3 . КОНИЧЕСКИЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ВЫПУКЛЫХ ЦЕПЕЙ 

1. Определение группы конических цепей. Пусть (V, Л) — допустимая пара 
[1] (т.е. существует изоморфизм V —• R", относительно которого Л есть или 

Z" , или Fn, где F С Ш. — подполе). Все определения п. 1 .1 имеют смысл в 
этом общем случае, так что именно общий случай и будет рассматриваться в 
данном параграфе. К определениям и обозначениям п. 1 .1 добавим следующие 
новые понятия и символы. 

( 1 ) Множество всех Л-конусов обозначим через С(Л). В частности, множе
ство всех конусов обозначается через C(V). 

(2) Множество всех Л-конусов C'S С(Л) таких, что х € vs(C), обозначим 
через С(А,х). 

( 3 ) Множество всех развернутых Л-конусов обозначим С(Л). 
(4) Положим С(А, х) = С(Л, х) П С(А). 
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(5) Коническая цепь (А-цепь) есть Z-значная функция 

а : У - » Z , 

имеющая представление вида а = ^пДс , - , где #J < со, Ci е С(У) (соот-

ветственно С(Л)), гц £ Z, 1. — индикатор множества • . Аддитивную группу 
конических цепей (Л-цепей ) обозначим ZC(V) (соответственно ZC(A)). 

(6) Коническая цепь а £ ZC(V) развернутая, если она имеет представление 

<€/ 

где Cj € С(У) — развернутые конусы. Подгруппу развернутых конических 
цепей обозначим через ZC(V) (соответственно определяется ZC(A)). 

(7) Коническая цепь а £ ZC(V) развернута в точке х £ У, если существуют 
развернутая цепь /3 £ ZC(V) и окрестность U Э х такие, что а\и = Р\и-

(8) Точка х £ V есть вершина цепи а £ ZC(V), если а не развернута в х. 
(9) Для х £ А положим 

ZC(A,x) = {а = £ n ; l C l | C i £ C(A,x),i £ I}, 

ZC(A,x) = {a £ ZC(A,x)\a развернута в x). 

(10) Ненулевой ковектор f £ V* \ { 0 } находится в общем положении с ко
нусом С 6 С(У, ж) \ С(У, ж), если гиперплоскость Н$>х = {у £ V\£(y) = £(ж)} не 
содержит ребер конуса С. Ковектор £ находится в общем положении с кону
сом С £ С(У, ж), если H^iX ~fi vs(C). Ковектор £ находится в общем положении 
с цепью а £ ZC(V,x), если существует такое представление а = 2 пДс7,-.> что 

• 6 / 

Ci £ C(V,x), и £ находится в общем положении с С;, г 6 7. Наконец, для произ
вольной конической цепи а £ ZC(V) и точки х £ V положим {а}х £ ZC(V,x) — 
такая цепь, что в некоторой окрестности U Э х {а}х\и = а\и (с этим условием 
{а}х определена однозначно). Ковектор £ находится в общем положении с ко
нической цепью а £ ZC(V), если для любой точки х £ V £ находится в общем 
положении с {а}х. 

Замечание. Для краткости письма мы будем рассматривать, как правило, 
случай Л = У. Все рассуждения и утверждения автоматически переносятся 
на общий случай с очевидной переменой формулировок и обозначений. 

Предложение 1. А) Множество вершин конической цепи конечно. 
В) Цепь, развернутая в каждой точке, развернута. 

Доказательство. А) очевидно. Установим Б). Пусть а = 2 ? г Д с ; . Зафикси-

руем это представление. Для х £ V положим I(x) = {i £ I\vs(Ci) = ж}. Если 
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Их) = 0 для вс^х ж € У, то все конусы Ci развернутые, и доказывать нечего. В 
противном случае существует конечное множество точек х\,..., хц € У таких, 
что, 1(хк) ф 0 , 1 ^ к ^ К. Очевидно, 1(ха) П 1(хь) = 0 для афЬ. Поскольку а 
развернута в каждой точке, имеем для каждого к, 1 ^ к ^ К, 

mkj e Z, Dkj € С(У,ж). Справа стоит развернутая цепь. Полагая / ' = I \ 
К 
\J 1(хк), получим 

*=i 
К 

а = Е " ; 1 « + Е Е rnkjiDkj, 

ter k=ijeNk 

т.е. о; — развернутая цепь, что и требовалось. 

2. Цепи, приведенные относительно ковектора. 
Теорема 1. Пусть а 6 ZC(V, х) — коническая цепь, f € У* \ {0} — ковектор, f « 
<а находятся в общем положении. Тогда существует и единственна, цепь Т(а,£) 
со следующими свойствами: 

(i) T(a,0= Е М с „ Q е С(У,х)\С(У,ж). 
•6-f 

(ii) f |с; ^ f(z) и Н$<х П С,- = {ж} для всех i € /. " 
Л частности, f находится в общем положении с d,i 6 / . 
(iii) a - T(a, О € ^ С ( У ж). 
(И формулировка, и нижеследующее доказательство без изменений переносят

ся на случай А-.цепей.) 
Доказательство. Существование. Очевидно, достаточно установить суще
ствование T(a,f) для цепи вида а = 1с , где С € С(У,х) \ С(У,ж) — простой 
(остроконечный) конус, причем f находится с ним в общем положении. Пусть 
Ri,..., R K — ребра конуса С. Если ^ £(х) для всех k = 1,..., К, то дока
зывать нечего. В противном случае пусть, например, ^|д г ^ £(ж). Положим 
— луч с вершиной х, противоположный лучу Ri. Положим также Ci — выпу
клая оболочка лучей Ri,R2,..., RK, С[ — выпуклая оболочка лучей R2,RK-
Очевидно, что 1с х + 1с — 1с; есть характеристическая функция развернутого 
конуса CiUC, вершинное пространство которого — прямая RiUR\. Но у кону
сов С\ и С[ число ребер, на которых f ^ £(ж), меньше, чем у С. Действуя таким 
образом, через конечное (^ dim У) число шагов получим цепь требуемого вида. 

Единственность. Это менее тривиальный факт. Мы приведем наиболее про
зрачное доказательство. Очевидно, достаточно установить следующий факт: 
пусть a g ZC(V,x) — развернутая цепь, находящаяся с ковектором f 6 У* \ {0} 
в общем положении. Пусть 

{у еУ|± «!,)>«*)} 
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—- полупространства, на которые Н{<х разбивает V. Тогда если a |v t r + = 0, то 
и ct\v( = 0. Это утверждение мы и будем доказывать. 

Запишем а = Е п Д с ; > где d £ C(V,x) — развернутые конусы, при-
i€I 

чем гиперплоскость Н^>х не содержит их вершинных пространств. Положим 
Н± = {у € УШУ) — £(х) ± 1 } — параллельные H(iX гиперплоскости „над" и 
„под" ней соответственно. 

Пусть W — линейное пространство размерности d im/f^ , V Э v ф 0 — 
вектор такой, что f( i>) = 1. Зафиксируем изоморфизм аффинных пространств 
tp : W —> Л(>х, tp(0) = х и положим <р± : W —» Н±, ip± : w н-> y>(-u>)±v. Рассмотрим 
конические цепи на W: 

Мы знаем, что а+ = 0. Докажем, что а_ = 0: очевидно, это завершит доказа
тельство теоремы. 

Определим на конусах С £ C(W) операцию в следующим образом: в(С) есть 
сдвиг конуса С на вектор (—2v), 0(C) = —2v + С, где v € vs(C) — любой вектор 
из вершинного пространства конуса С. 

Лемма 1. Пусть числа гц £ Z и конуса Di £ С7(И )̂, г € 7, таковы, что ^ тДг;,. = 

0.Тогда £ m , l , 9 ( D j ) = ° -

Окончание доказательства теоремы. Выше мы записали а = ^ п Дс,-, С; £ 

C(V,x), vs(d) <f. H(tX. Положим Df = </?^1(Cj П H±), так что имеет место пред
ставление «± = 53пДд±. 

« 6 / 

Нетрудно убедиться, что D~ = 8(Df), так что в силу леммы 1 получаем а_ = 0, 
что и требовалось. 

Доказательство леммы 1. Мы будем доказывать ее убывающей индукцией по 
М = min{dimus(£>i)|i £ I). Если М = dim ТУ, то все Di = W, 0(Di) = W w. лемма 
очевидна. Пусть лемма доказана для М ^ m + 1 . Установим ее для М = т ^ 0. 

Для аффинного подпространства L С W размерности т положим I(L) = 
{i £ I\L = vs(Di)}. Очевидно, существует конечное множество L \ , . . . ,LK т-
мерных аффинных плоскостей таких, что I(Lk) ф 0, 1 ^ к ^ К. Понятно, что 
I(La) П I(Lb) = @ Для а ф Ь. Положим 

r = I\\Jl(Lk). 
k=i 

Теперь I разбивается на К + 1 непересекающихся подмножеств I(L\),... ,I(LK), 

Г. Заметим, что для любого D £ C(W) vs(6(D)) = —vs(D). По условию 
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X) = 0. Отсюда следует, что для любого к,1 ^ к ^ К, существует 
представление вида 

53 т Д о , - = 53 тЧ*в»> 
>'€/(£«,) j€Nk 

где dimvs(Gkj) ^ т + 1, Lk С vs(Gkj). Таким образом, 

К 

J3m,lDl. + 53 53 m * i 1 [ G t J - = 0. 
• 6-Г' к=1 j€Nk 

Но нетрудно проверить, что 

53 т>Мод = 53 m * i I » ( G w ) ' 

ибо если Vk Е Lk — произвольный вектор, то для г € Д-^к) и j £ iVjt имеем 
= (—2t)fc) + Di, 6(Gkj) = (—2ик) + Gkj, т.е. все конусы, участвующие в 

преобразовании цепи „вокруг" Ьц, сдвигаются на один и тот же вектор. В 
силу сказанного имеем 

К 

5 3 M I I » ( A ) = 53m,'Ie(D<) + 53 Е M « I « ( A - ) = 

л: 

= 53пЫ« ( С | ) + 53 53 " ^ « ( О ч ) - . 

Но последняя цепь равна нулю по предположению индукции. Лемма доказана. 

Следствие 1. Если ненулевая коническая цепь а 6 ZC(V) имеет компактный 
носитель, те. а € Z(V), то она имеет хотя бы одну вершину. 

Доказательство несложно и оставляется читателю. 

Определение 2. (i) Цепь а £ ZC(V, х) приведена относительно ковектора £ £ 
V* \ { 0 } , если £ и а находятся в общем положении и а = Т(а, £). 

(ii) Пусть а £ ZC(V) — коническая цепь. Приведенным представлением цепи 
а относительно ковектора £ £ У* \ {0} назовем набор цепей {aXi £ ZC(V, ж;)|г £ 
7} такой, что 

(1) aXi приведена относительно £ для каждого г £ I; 
(2) а — Е а 1 ( всюду развернута (и тем самым развернута). 
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Предложение 2. А) Приведенное представление цепи a Е ZC(V) относительно 
общего ковектора £ Е V* \ {0} существует и единственно. 

Б) Пусть цепь а Е ZC(V) имеет компактный носитель (а Е Z(V)) и {aXi Е 
ZC(V,Xi)\i 6 1} — ее приведенное представление относительно ковектора £. То
гда а = 2 • 

Доказательство. А) очевидно в силу теоремы 1. Установим Б). Нетруд
но проверить: для ковекторов г/ Е V*, достаточно близких к £, {а^,. |г Е 1} 
будет приведенным представлением а и относительно г). Рассмотрим цепь 
j3 = а — "%2aXi. В силу сделанного замечания можно считать, что эта цепь 

i€I 
находится в общем положении с ковектором £. С другой стороны, она раз
вернута. Наконец, в силу компактности носителя а и приведенности цепей 
aXi имеем: для С > 0 P\{z£V\t(z)^c} = 0- Предположим, что /3 = 0. Пусть 
А =± sup{f(»|/3(z) ф 0} и х Е Supp/?n {г € V|£(«) = Л}. Тогда имеем: {{3}х — 
развернутая цепь, находящаяся в общем положении с £ и равная нулю над ги
перплоскостью {£(«) = Л}. Согласно теореме 1, {0}х = 0 , т.е. /3 = 0 в некоторой 
окрестности точки х. Противоречие. Предложение доказано. 

Определение 3. Цепь а Е ZC(V) приведена относительно ковектора £ Е 
V* \ { 0 } , если а = ^ <*х,-, г Д е {«х,- 1г £ 1} — приведенное представление цепи а 

относительно £. Цепь а назовем остроконечной, если она приведена относи
тельно некоторого ковектора. 

3. Критерий компактности конической цепи. 

Определение 4. Пусть цепь а Е ZC(V,x) приведена относительно ковектора 
£ 6 V * \ { 0 } . Луч R с вершиной х, смотрящий строго „вниз" от гиперплоскости 
Н()Х, назовем ребром цепи а, если для гиперплоскости Я_ = {z|f(z) = £(х) — 1} 
имеем: точка Д П Д_ есть вершина цепи «|я_ Е ZC(H-). 

Предложение 3 (критерий компактности носителя ). Пусть щ Е ZC(V,X{), 

i Е I, — конические цепи, приведенные относительно ковектора £ € У * \ { 0 } . Для 
любой аффинной прямой L С V положим 

I(L) = {i Е I\xi Е L и ai имеет ребро С L}. 

Цепь а — ^2 аг имеет компактный носитель (т.е. является выпуклой цепью) 
• 6 / 

тогда и только тогда, когда для всех аффинных прямых L С V таких, что I(L) ф 
0, выполнено условие: цепь r _ X j « j Е ZC(V, 0) (где тьа(х) = а(х — h)) не 

имеет ребра, лежащего на прямой L, сдвинутой в 0. 

Доказательство несложно и оставляется читателю. 
4. В заключение данного параграфа рассмотрим вопрос о явном восстано

влении выпуклой цепи с точностью до ZC(V) по ее опорной функции — в том 
виде, в каком это нам понадобится для завершения доказательства теоремы 
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Римана-Роха. Пусть £ = {С*\г £ / } — простое целочисленное разбиение про
странства У* (терминология и обозначения п. 1.1). Положим I = I* UI, где 
г £ I*, если dim(C*) = п, и г € / , если dim(C*) < п. Пусть С; £ С(Л) — конус, 
двойственный к С*, i £ I, 0 € vs(C,). Заметим, что условие, что С; — остро
конечный или развернутый в точности эквивалентно условию i £ I* или г € / 
соответственно. 

Пусть /3 £ £(У, £ ) — выпуклая цепь, тогда для любого i £ I существует нуль
мерная цепь fa £ ЩУ] такая, что при отождествлении У = V**pi\cr реализует 
опорную функцию цепи j3 на С*, и deg/3 = deg/?,- (см. [1], § 4) . Если i £ I*, то 
цепь /3,- определена однозначно, причем Pi £ Z[A] для всех i £ I* тогда и только 
тогда, когда цепь Р целочисленная, Р £ Z(A, £). 

Сдвиг конуса С £ C(V) на нульмерную цепь 7 = mj[vj] ( г Д е через [и] для 

» £ F мы обозначаем соответствующую этому вектору образующую групповой 
алгебры) мы записываем в терминах цепей: 

Е mi1-c(vj) = 7 * Яс = 1 с * 7-

В fl] (предложение 4.2) было доказано, в частности, что 

р - А * 1 С , 6 ZC(V) 

— развернутая коническая цепь. В частности, по модулю ZC(V) Р * 
a(z\,..., ZN) представлена конической цепью 

^2(Pi*ai(zi,...,zN))*lCi, 

где в скобках стоят нульмерные цепи /9,- * a;(zi , . . . , ZJV) £ 2[У]. Выясним, что 
собой представляют a;(zi , . . . , гдг). 

В обозначениях п. 1.1 ZI , . . . ,ZJV £ Л* — целочисленные направляющие век
тора ребер разбиения £ . Пусть , . . . , / , п •— направляющие вектора ребер 
конуса С*, z ; t , . . . , Zin — соответствующие им координаты на пространстве вир
туальных многогранников V*(V, £ ) . Ковектора 1^ . . . , / , „ будем рассматривать 
как целочисленную систему координат на V. Теперь имеем a,-(zi,..., zjv) = 
[IOJ(ZI,. . . ,ZJV)], где WJ(ZI , . . . , zjy) £ У— вектор Т а к о й , что Uk(wi) = Zik. Отме
тим, что Wi(z\,..., zjv) зависит реально лишь от переменных z ^ , . . . , z;„ . 

§ 4. С У М М Ы И ИНТЕГРАЛЫ КВАЗИПОЛИНОМОВ ПО КОНИЧЕСКИМ ЦЕПЯМ 

1. Пусть С £ С(У) — остроконечный конус с вершиной vs(C) £ У и ком
плексный ковектор f £ V£ таков, что С приведен относительно Re£. Тогда 
определены интеграл и целочисленная сумма универсальной экспоненты по 
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конусу С : / expf(x)dx и £3 ехр£(ж). Мы получили две функции двух* ар-
с хеспА 

гументов: конуса С и ковектора f £ VQ. В О втором случае (суммирования) мы 
будем рассматривать только целочисленные конуса С £ С(А). Изучение обеих 
функций совершенно аналогично, доказательства повторяются д о с л о в Н о с той 
лишь разницей, что для сумм вся работа идет в классе целочисленных цепей. 
Мы будем вести подробное изложение для интегралов, а для сумм приводить 
только формулировки. Необходимые изменения в рассуждениях для сумм сво
дятся к очевидным заменам понятий и обозначений (ZC(V) на ZC(A), буквы 
I, соответствующей интегралу, на букву S, соответствующую сумме, и т.д.). 
Обозначим через M(VQ) И 0(VQ) пространства мероморфных и голоморфных 
функций на VQ = С" соответственно. 
Предложение 1.* А) Интеграл универсальной экспоненты по приведенным кону
сам продолжается до мероморфнозначной меры на группе конических цепей. Точ
нее, существует единственный гомоморфизм абелевых групп I: ZC(V) —* Л4(\^) 
(значение функции 1(a), а £ ZC(V), на комплексном ковекторе £ £ VQ МЫ будем 
обозначать 1(а,£) для упрощения обозначений) такой, что (i) если остроконеч
ный конус С приведен относительно Ref, то 

I(lc,0 = j exp((x)dx. 
с 

Отображение I обладает следующими свойствами: 
(ii) 1(па,£) = ехр Z(h)I(a,£) для h £ V; 
(iii) I есть тождественный нуль на развернутых цепях. 
Б) Целочисленная сумма универсальной экспоненты по приведенным целочи

сленным конусам продолжается до мероморфнозначной меры на группе целочи
сленных конических цепей. Точнее, существует единственный гомоморфизм абе
левых групп S : ZC(A) —» M(VQ) (значение функции S(a), а £ ZC(A), на ковекто
ре ( £ V£ обозначаем через S(a,£)) такой, что 

(i) если остроконечный целочисленный конус С приведен относительно Ref, 
то 

5(1с,0= Е е х р ^ ж ) -
я б С л Л 

Отображение S обладает следующими свойствами: 
(ii) S(r/,a, () = ехр ( (h)S(a, f) для h £ А; 
(iii) S есть тождественный нуль на развернутых целочисленных цепях. 

Доказательство. Мы установим часть А ) , часть Б) доказывается дословно 
так же. Пусть а £ ZC(V) — коническая цепь, приведенная относительно ко
вектора fo £ V* \ { 0 } . Тогда для £ 6 V£ таких, что Ref близко к fo, интеграл 
J а(х) expf (x)dx сходится абсолютно и равномерно на компактах, определяя 
v 
голоморфную функцию 

VQ Э UA Э £ *-* J a(x)expf(x)<ix, 
V 
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где Ua С VQ — открытое подмножество, состоящее из ковекторов i; таких, что 
а приведена относительно Ref. Понятно, что а имеет представление вида а = 
Е Щ%с(, где С,- — простые конусы, приведенные относительно всех ковекторов 

Ref, f € Г7 а. Следовательно, 

/ a(z)expf(z)da: — УЗ"' / expf(x)d; 

для f € Ua. Но здесь справа стоит, как показано в § 2, голоморфная функция 
на Ua, продолжающаяся до мероморфной функции на Vg. Итак, мы доказали, 
что для любой остроконечной цепи а голоморфная функция 

Ua Э ( J а(х)ехр £(x)dx 

продолжается до мероморфной функции на VJ?, которую мы обозначим через 
1(a). Покажем, что сопоставление (остроконечным цепям) a t - » 1(a) € М{Ус) 
однозначно продолжается до гомоморфизма абелевых групп / : ZC(V) —> 
АЛ(Ус) и что I обладает свойством (iii). Заметим, что в силу существования 
приведенного представления свойствами (i) и (iii) / определяется однозначно. 

Заметим, что построенное отображение на остроконечных цепях a i-» 1(a) 
обладает свойством „локальной линейности": если а,-, г 6 J , — конечный 
набор цепей такой, что все а,- одновременно приведены относительно ковектора 
£о, то для любых гц Е Ъ 

1(У] ".-«•) = 53 п ^ ( ° ч ) -

Предложение будет доказано, если мы установим, что „локальная линейность" 
продолжается до „глобальной". 

Лемма 1. Пусть ai, i £ J , — конечный набор остроконечных цепей такой, что 
цепь Е ai развернута. Тогда 

£i (aO==oe- ;M(v c *) . 

Лемма 2. Пусть Ci £ C(V,x), г £ С, — остроконечные конуса с вершиной х £ V. 
Если Е пгДс,- = 0 для т,- € Z, то Е ™{1(%с{) = 0£ M(V£). 

Лемма 3 . Пусть С £ C(V,x) — развернутый конус. Тогда существуют та
кие остроконечные конуса Dj £ C(V,x), j £ TV, что E Tj^-Dj — ̂ c, Tj £% и 

/елг 

E rji(iDj) = o. 

f 
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Вывод предложения из леммы 1. Пусть a £ ZC(V) - произвольная кониче
ская цепь, {aj £ ZC(V,Xi)\i £ / } — ее приведенное представление относительно 
какого-либо общего ковектора. Положим 1(a) = Е Д а 0 € -^(Ус)- Лемма 1 

гарантирует, что это определение не зависит от выбора ковектора. Свойство 
(i) выполнено по построению, (iii) — по лемме 1, (ii) — очевидно. Предложение 
доказано. 

Вывод леммы 1 из лемм 2 и 3. Очевидно, достаточно доказать лемму 1 для 
случая, когда все цепи а; имеют общую вершину х £ V и не имеют других 
вершин. Будем это предполагать и подразумевать ниже, что вершинные про
странства всех конусов, участвующих в доказательстве, содержат точку х. 

Каждую цепь а,- можно представить в виде линейной комбинации характе
ристических функций остроконечных конусов C ; J , j € W;, а; = ]Г} Pijlc,;- так, 

jew,-
что I(ai) = J2 Pijl{^-Cij)- Далее, по условию £ а,- = 4k%Dk, Dk £ C(V,x). 

j€W,- ieJ k€K 
Применим к каждому из развернутых конусов Dk, к € К, лемму 3: пусть Gka, 
а 6 Ак, остроконечны и таковы, что 

53 гкЛз„я = Ь ь и ] Г rkJ(lGkJ = 0 . 
а€Ак а£Ак 

Теперь достаточно проверить, что 

Е Е рит(*си)- Е Е(»»•*.)№..) = о-
i e J j6W,- кйК a€Ak 

Поскольку 

Е Е рцъ,, - Е Е (в*»-к-)1в.. = 0 
ieJ jeWi k£K a€Ak 

по построению, требуемое равенство есть прямое следствие леммы 2. 

Доказательство леммы 2. Нетрудно построить набор остроконечных конусов 
Fj £ C(V,x), j £ J, такой, что 

(i) Int Fa П Int Fb = 0, если а ф b; 
(ii) для каждого г £ £ выделено подмножество ,7(г) С J и существует пред

ставление 1с; = 2 "^IJIFJ , причем J*j С Ci для j £ J(i). В силу „локальной 
j€J-(0 

линейности" теперь имеем Д1с,-) = ]С т ч Д ^ ) » Т а к ч т о 

> € Л 0 

53miJ(Ic,)=X) Е (гтти)1(Щ). 

С другой стороны, в силу условия леммы 

Е Е (т^а)Щ = о. 

14 Алгебра и анализ № 4 , 1992 г. 
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Нетрудно проверить, что благодаря свойству (i) построенного набора конусов 
для любого фиксированного j 6 J(i) имеем Е т . - т^ = 0, и лемма 2 тем 

самым доказана. 

Лемма 3 без труда выводится из предложения 2.2. Подробные рассуждения 
оставляем читателю. Доказательство предложения 1 завершено. 

Пусть теперь а £ Z(V) — коническая цепь с компактным носителем. 
Тогда мероморфная функция 1(а, £) голоморфна всюду на Ц£ и /(<*,£) = 
/ a(z)exp ((x)dx. Более того, 1(a) Е 0(V£) тогда и только тогда, когда а Е Z(V). 
V 
В частности, 1(а,0) есть „объем" цепи а. 

2. Явные формулы для интегралов и сумм экспоненты. Развитая выше 
техника позволяет нам выписать достаточно явные формулы для интеграла 
и суммы экспоненты по выпуклой цепи через ее опорную функцию. Пусть 
£ = {C*\i El} — простое целочисленное разбиение. В обозначениях п.1.1 и 
3.4 имеем для цепи /3 Е Z(V, £): [3 - £ ft * I C i 6 Z~C(V) так, что 

1(13,0 = ^ l ( f t * l c , , 0 -

Определим значение экспоненты на нульмерной цепи 7 = Ylmj[vj] п о линей
ности: expf(7) = E m i e x P f ( « i ) - Теперь имеем / ( /? ,£) .= ехр£(/Зг)/(1с,-,0> 

г б / * 

где „коэффициенты" /('1с,-,£) зависят только от разбиения £ , но не от це
пи /3 £ Z(V, £ ) . Аналогично для целочисленной цепи /3 € Z (A,£ ) имеем 
S(PiO = Е e x p f (Pi)S(ld, 0- Но если « л , . . . , » ; , £ А —• направляющие век-

тора ребер конуса d, i Е I*, то, согласно результатам § 2, 

( -1)" 1 

£ Ы ) . . . Ы " П ( 1 - е х р £ ( ^ ) ) ' 
1 = 1 

так что получаем окончательно 

ехр f(«ifc)) 
Jfc=i 

(во втором случае /3 g Z (A ,£ ) ) . Эти формулы верны для общего ковектора 
£ EV£. М Ы знаем, однако, что для выпуклой цепи /3 функции 1(/3, £) и S(/3,() 
глобально голоморфны на V£. Поэтому чтобы получить значение 1(/3,£о) и 
S(/3,fo) для произвольного ковектора £о, можно поступить следующим обра
зом. Пусть t Е С — комплексный параметр, tj £ Fc* — общий ковектор. Мы 
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проведем построения для интеграла; для суммы они совершенно аналогичны. 
Рассмотрим 

k=i 

как функцию параметра t. При t —> 0 функция остается ограниченной (устра
нимая особенность). Поэтому в каждом слагаемом выписаннойЗвыше суммы не
обходимо выделить член нулевой степени по t, и все такие члены просуммиро
вать по i £ /* . Распишем получающиеся выражения более развернуто. Пусть 
fo обращается в нуль на векторах vik, к £ Ki, и fo(̂ «ifc) ф О, если к £ К*. Поло
жим V{ = #Ki. Запишем явное представление нульмерной цепи Pi = Е т,-„ [&,-„], 

bia €-V. Теперь, действуя по описанной схеме, получим, что /(/?, £о) есть сумма 
Е Е > (*> ° ) " е слагаемое которой выглядит так: 

( _ ! ) » : т < < . е Х Р £ о ( Ь . а ) „ Г 1 

П чЫ) П 6> (>.•*) 

где содержимое квадратной скобки есть коэффициент при t"' в ряде 

оо со If \ 

( Е ^ ) ) П (В->> '^ ) -
/ = о » е л ? i=o Sol.".*; Это представление зависит от выбора общего ковектора rj. Аналогичное пред

ставление может быть получено для S(fi,£0): Выписанные формулы Я в л я ю т с я 

источником многих более специальных формул и некоторых утверждений. Мы 
отметим часть из них. 

Следствие 1. Если /3 = /3(уг„... ,ум) линейно зависит от каких-то координат 
(у), те. все bia, г € /*, а £ А;, линейно зависят от (у), то для фиксированного £ 
1(/?(у),<0 есть квазиполином вида 

53 е х Р h«(y)]Qa(vi, Ум), 

где 7о(у) — линейные функции, a Qa(y) — полиномы степени, не превосходящей 
( n - min {dim С?\i £ J, £ € С?}). 

Если /3 £ V*(V,£) — виртуальный многогранник, то /3; = [о,], Ь,- £ У, г £ 7*, 
так что формулы упрощаются — исчезает суммирование по а £ А;. Если £о = 0, 
то формула может быть написана явно. 

Следствие 2 . Для общего ковектора rj £ Vg и f3 € "Р*(У, Е) 

w ) = E ,(Г1}?(Т . 
£.п\г)(Щ1)...г,{иы) 
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— „объем" виртуального многогранника /?. 

. Последняя формула имеет особенно прозрачный вид для простого выпуклого 
многогранника (в обычном смысле), так как в этом случае Ь(, г 6 /* , — это 
в точности его вершины, а и,* — направляющие вектора ребер конусов при 
вершинах. 

3. Интегралы и суммы квазиполиномов. Пусть (xi,... ,хп) и ( f i , . . . , fn ) — 
пара двойственных целочисленных координат на V, V* и (£) рассматриваются 
как комплексные координаты на V£. Как и в § 2, мы интерпретируем квазипо
лином . • ' 

Р(х)ехр£(х),Р(х) = 53 O.IX1, ai £ С, 

как результат применения линейного дифференциального оператора Р(щ) к 
универсальной экспоненте. 

Пусть a £ ZC(V,x) — приведенная относительно ковектора £0 £ V * \ {0} 
коническая цепь. Положим, как выше, Ua = {£ € V£\a приведена относительно 
R e f } . Для £ € Ua имеем 1(а, £) = f ot(x)exp £(x)dx, где интеграл справа сходится 

V 
равномерно по f на каждом компактном подмножестве Ua. Поэтому на Ua 

имеем ^ 

•Р (^- , - - - ,^-Ж«,0 = J a(x)P(xi,...,xn)exp£(x)dx. 
v 

Сказанное очевидным образом переносится на целочисленные суммы. Теперь 
из предложения 1 с помощью теоремы единственности для аналитических функ
ций получаем 

Предложение 2. А) Пусть Р(х) — полином на V с комплексными коэффициен
тами; интеграл квазиполинома Р(х)ехр £(х) по приведенным относительно Ref 
коническим цепям продолжается до мероморфнозначной меры на группе кони
ческих цепей. Точнее, существует единственный гомоморфизм абелевых групп 
(линейный по Р) I(P) : ZC(V) —У M(VQ) (образ цепи а и его значение на ко-
векторе £ мы обозначаем 1(Р,а) и 1(Р,а,£) соответственно) такой, что если 
остроконечный конус С приведен относительно Ref, т.о 

1(Р,1С,0 = JP(x)exp((x)dx. 

Отображение 1(Р) есть тождественный нуль на развернутых цепях. Кроме то
го, имеет место соотношение 1(Р,а,£) = Р(щ)1(а,£), и если а £ Z(V) — цепь с 
компактным носителем, то I(P,a) £ 0(V£) — глобальная голоморфная функция 
и 

I(P,a,£) = J a(x)P(x)expt(x)dx. 

V 

В частности, 1(Р,а,0) есть „интеграл полинома Р по цепи а". 
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Б) Целочисленная сумма квазиполинома Р(х)ехр£(х) по приведенным отно
сительно Ref целочисленным коническим цепям продолжается до мероморфно
значной меры на группе целочисленных конических цепей: существует единствен
ный гомоморфизм абелевых групп, линейный по Р, S(P) : ZC(A) —* M(VQ),(образ 
цепи a U его значение на ковекторе £ обозначаются S(P,a) и S(P,a,£) ), такой, 
что если остроконечный конус С £ С(А) приведен относительно Re£, то 

5(Р,1 С ,0= Е ВД«Ф«*)-

Отображение S(P) есть тождественный нуль на развернутых цепях. Кроме то
го, имеет место соотношение S(P,a,£) = Р(щ)3(а,£), и если а £ Z(A) — цепь 
с компактным носителем, то S(P,a) £ С(^с) — голоморфная функция и 

S(P, а, О = £ адЭДехр £(*). 
гг€Л 

В частности, S(P,a,0) есть „целочисленная сумма полинома Р по цепи а". 

Что касается явных формул для интегралов и сумм квазиполиномов по 
выпуклым цепям, аналогичных формулам п.2, то они получаются из послед
них применением дифференциального оператора Р(щ) и, как следствие, пло
хо поддаются развертыванию. Мы отметим лишь некоторые моменты вы
числений. Для цепи fi £ Z(V, Е) в обозначениях п.2 имеем (—l) nJ(P,/?,f) = 
Е -Р( [ е хР . . . f - 1 (vin)] (соответственно для сумм). 

Следствие 3. Если fi = (3(у\,.. • ,ум) линейно зависит от координат (у), то для 
фиксированного £ имеем: 1(Р,/3(у),£) есть квазиполином вида Е e xp[7a(y)]Qa(yi) 

а€А 
• •'• > Ум ), где 7а(у) — линейные функции, a Qa(y) суть полиномы степени, не пре
восходящей degP + (n — min{dimC*|i € I, £ £ С*}). 

Аналогичный результат верен и для целочисленных сумм. 

Следствие 4. Пусть Р(х) — однородный многочлен степени р, /3 £ V*(V, Е) — 
виртуальный многогранник. В обозначениях п.2 

где £ 6 V£ — общий ковектор. В частности, если /3 (те. все 6,-, г £ I*) линейно 
зависит от координат (у), то интеграл полинома Р по виртуальному много
граннику fi зависит от (у) полиномиально степени ^ п + р. 

Отметим, что мы заново доказали частный случай предложения 2.5 рабо
ты [1] для конечно-аддитивной меры — интеграла полинома по виртуальному 
многограннику. 
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§ 5 . ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ТЕОРЕМЫ Р И М А Н А - Р О Х А 

1. Мы пользуемся обозначениями предшествующих разделов без специаль
ных ссылок. Как было показано в п.3.4, цепь /? * a ( z i , . . . , ZN) имеет по модулю 
ZC(V) представление 

Y^(Pi*[wi(zi,...,zN)]*lCi, 

где вектор W j ( z i , . . . , z j v ) £ V определяется соотношениями lik(wj) = Zik, к = 

l , . . . ,n , lik —; направляющие вектора ребер конуса'С*. Как было показано в 
§ 4, для ковекторов £ £ VQ, лежащих вне гиперплоскостей (£ • Vik) = 2iry/—lm, 
m £ Z , имеют место представления 

I(P,P*a(z), {) = (-!) Р(ы>1-,7йГл ТПГ^ 

S ( P J * а Ш ) = E р ф ^ М 1 М - , 

Jfc=l 

# 
последнее — для /3, а Е Z(A, Е). Мы знаем, что г-е слагаемое в каждой из этих 
сумм зависит лишь от z ^ Z { N . С другой стороны, расписывая /?" ]Г) T i « o [ b i o ] 

a€Ai 
и применяя результаты § 2, получаем, что для малых ( для каждого г £ /* г-е 
слагаемое выписанного представления /(Р,/?*a(z),f) допускает оператор Тодда 
Td ( ^ j — g ^ — ) , и его результат при ( z ^ , . . . , Z j „ ) £ Z " есть г-е же слагаемое 
выписанного представления S(P,/3 * a(z) , f ) . Используя свойства отображения 
Тодда (п. 1.3), получаем теорему Римана-Роха для достаточно малых по мо
дулю комплексных ковекторов £ вне некоторого набора гиперплоскостей. Мы 
сформулируем доказанное так: существует малая окрестность нуля U С VQ , не 
пересекающаяся с аффинными гиперплоскостями (f -Vik) — 2тгу/—1т, т € Z \ { 0 } 
такая, что если X = С/П (J {(£-v;*) = 0 } , то для £ £ U\X и произвольного по-

.€Г 
линома Р(х) для / = Рехр f (х) функция If(/3 * a ( z 1 ; . . . , ZJV)) • R W —> С допускает 
оператор Тодда Td(gj ) и его результат для целочисленных наборов (z) есть 
функция Sf(/3 * a (z i , . . . , z^)). Согласно лемме 1.1, ряд, реализующий действие 
оператора Тодда, сходится равномерно на компактах в U\X. Далее, его члены 
rj^jIf(/3 * a(z)) голоморфные на U (и даже на всем V^) функции £. 

В самом деле, приводя сумму дробей 

Е 
е х Р ((Pi * [wi(ZU • • • > Z N ) ] ) 

i 6 / , (Ы)---(Ы) 
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к общему знаменателю, получим функцию вида Q(z,£)/L(£), где — про
изведение линейных форм от £ с постоянными коэффициентами, а числитель 
имеет разложение в ряд 

оо оо 

« ( * . о = Е Е « < * ь • • • ' z n ^ t = £ о , 
р=0 \1\=р р=0 

где degqi < | 7 | + М, М — некоторая константа, а коэффициенты ряда при z J f J 

имеют порядок (rjT+Tjf)'7'"1"'J' П Р И — * 0 0 • Поскольку I(f3*a(z),£) глобально 
голоморфна по ( для любых (г), имеем, очевидно, L(f) |Q p (z, f) для любого 
р G Z+. Следовательно, I(fi * a(z),£) разлагается в степенной ряд по (z,£) с 
бесконечным радиусом сходимости, значит, то же верно для 1(Р, /3 * a(z),£), и 
мы получаем то, что утверждали. 

Голоморфна и сумма ряда Тодда — Sf(j3*a(z)) как функция f при фиксиро
ванных ( z i , . . . , ZN). Отсюда (элементарными средствами комплексного анали
за) легко выводится, что If(/3 * a(z)) допускает T d ( ^ ) всюду на U Э £, причем 
соответствующий ряд'сходится равномерно на компактах в U (по £), а его 
сумма при (zi,... ,ZN) € Z w есть Sf(/3 * a(z)). 

Мы полностью доказали теорему Римана-Роха. 

2. Заключительные замечания. За рамками настоящей работы остались 
некоторые темы, естественно в нее вписывающиеся. Речь идет об алгебро-
геометрическом сюжете, лишь намеченном в § 1 , об описании соотношений в 
группе целочисленных многогранников (см. § 2 в [ 1 ] ) , о более детальном из
учении интегралов и целочисленных сумм полиномов по виртуальным много
гранникам. Кроме того, подобно тому как голоморфную функцию можно рас
кладывать в степенной ряд вокруг любой точки, в которой она определена, ряд 
T d ( ^ ) можно писать в любой точке голоморфности отображения Тодда. Это 
позволяет „аналитически продолжить" оператор Тодда таким образом, что те
орема Римана-Роха будет верна не для малых f 6 V£, а для f € \Х, где 
X — объединение счетного множества комплексных гиперплоскостей, 0 ^ X. 
Эти вопросы будут рассмотрены в другом месте. Здесь мы коснемся еще одной 
темы, связывающей данную работу с предыдущей [ 1 ] . 

Основной мотив наших рассуждений в данной работе — это „разложение" 
конкретных мер (интегралов и целочисленных сумм квазиполиномов) по кону
сам при вершинах цепей. Возникает вопрос: можно ли это сделать для про
извольной конечно-аддитивной меры, <р, полиномиальной относительно сдви
га? Ответ в некотором смысле утвердительный. Мы наметим основные идеи. 
Пусть Е = {C*\i £ 1} — разбиение пространства V*. Тогда существует ко
вектор f £ V* \ { 0 } такой, что все цепи а € Z(V, Е) приведены относительно 
f. Поэтому чтобы мера цепи а раскладывалась в сумму мер цепей {а)х по 
всем вершинам х цепи а, достаточно подходящим образом определить меру на 
приведенных относительно £ конусах. Пусть — гиперплоскость, задава
емая уравнением £(у) = 0. Тогда для конуса С, приведенного относительно 
£, вершина которого лежит выше .ff^o, положим <р(С) = ip(C П {ж|£(ж) ^ 0 } ) . 
Нетрудно проверить, что <р будет полиномиальна относительно сдвигов С на 
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вектора h такие, что f(/i) + £(vs(C)) ^ 0. Значит, <р можно единственным обра
зом продолжить с сохранением полиномиальности на все конуса вида h + С, 
h £ V. Эта мера на приведенных относительно £ конусах однозначно продол
жается на множество конических цепей, находящихся в общем положении с 
требованием обращения в нуль на развернутых цепях. Полученнаия мера по
линомиальна относительно сдвигов и решает поставленную задачу для цепей, 
находящихся с ковектором f в общем положении. Подробно эта проблематика 
будет рассмотрена в другом месте. 
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