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МНОГОГРАННИКИ НЬЮТОНА И ФОРМУЛА ЭЙЛЕРА —ЯКОБИ 

А. Г. Х о в а н с к и й 

Формула Эйлера — Якоби [1] справедлива для невырожденных систем многочленов 
фиксированных ступеней. Здесь дается обобщение этой формулы, справедливое для невы­
рожденных систем многочленов с фиксированными многогранниками Ньютона. Я благо­
дарен В. И. Арнольду за постановку задачи и внимание. 

1. Общие леммы. Пусть М — д-мерное компактное комплексно аналитическое 
многообразие и Dlt . . ., Dn — неособые трансверсальные аналитические гиперповерх­
ности в М. Обозначим М \ Dt (J . . . \j Dn через М0, Dx X D2 U • • • U Dn через 
Мг, . . . , ! > ! П • • • П Dn через Мп. Множество Мп состоит из отдельных точек ah, Mn = 

= {ah} (к = 1, . . ., N). Пусть Тг, . . ., TN — га-мерные вещественные торы в М0, 
«обегающие» все поверхности D около точек а ь . . ., ajv Точнее, пусть Tk = 6ak, где 
б — сложная кограница Л ере (см. [2], стр. 83). 

Л е м м а 1. Цикл Тг + . . . + Т^ гомологичен нулю в М0, 
6 n fii 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Н*(Мп) —> Н*(Мп-^) -*- . . . —•> # * (М0) — последо­
вательность кограниц Лере, 6 = 6Х о . . . о бп . Пусть Yi» • • ., YN — вещественные кривые, 
«обегающие» точки аг, . . ., ад на комплексной кривой Мп_х = D1 (] . . . f] #n-i - Точ-
нее, пусть yk = &nak. Цикл уг + . . . + ?JV гомологичен нулю в Мп-г. Действительно, 
он ограничивает пленку, которая получается из кривой Мп-.г после выбрасывания дисков 
Bk с границами 7ft. Доказательство леммы на этом заканчивается, так как 2 ?к — $^jak в 

= б! о . . . о бп_х 2 7ft = 0. 
Пусть z = zl4 . . ., zn — локальные координаты на многообразии М около точки 

ak и Рг — 0, . . ., Рп = 0 — локальные уравнения поверхностей Du . . ., Dn около 
дР этой точки. Обозначим через -т- определитель соответствующей матрицы Якоби. Рас-
OZ 

смотриммероморфную форму со вида со= •=; ~— dz1 Д . . . Д dzn, где / — голоморф-
* i • • • • • * п 

ная функция в окрестности точки ak. Лемма 2- ЫтП *-('/-£) 
Лемма 2 называется формулой сложных вычетов. Она доказывается тг-кратным 

применением формулы вычета Коши. 
2. Теорема. Пусть J?x, . . ., Рп — невырожденная система многочленов Лорана 

с многогранниками Ньютона А1? . . ., Ап (см. [3]). Пусть Q — произвольный многочлен 
Лорана, многогранник Ньютона A(Q) которого лежит строго внутри многогранника 
Д4 + . . . + Ап , А(<?) < Ах + . . . + Ап . 

Т е о р е м а (обобщенная формула Эйлера — Якоби) .Сумма ^ ( Q!zi * • • • 'zn"~^— ) 
{ak} " Ч 

равна нулю. Суммирование ведется по набору {а^} корней системы уравнений Р 1 = . . . = 
= Р П —0, лежащих в (С\0)п (т. е. %г Ф 0, . . . , zn ф 0). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . , Рассмотрим торическую компактификацию М пространства 
( С \ 0 ) п , достаточно полную для многогранников Д1? . . . , А П (см. [3]). Пусть Вг, . . . 
. . . , Dn — замыкания в М гиперповерхностей в (С\0)п, заданных уравнениями Рг~ 
= 0, . . . , Р п = 0. Продолжим на М мероморфную форму со, заданную в (С\0)п фор­
мулой <») = •=: -̂ —- -/\.../\——. Несложно показать, что форма со регулярна 

Р\' - - • 'Рп zi zn 
вне поверхностей Dt, . . . , Dn. Следовательно, 2J\ co = 0, так как по лемме 1 цикл 
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Тг+ ...+TN гомологичен нулю в M0 = M\D1{J. ..{JDn. Далее, по лемме 2 

2 ] ^ ^ S ( QtZl'''' 'Zn"~d—) * Т е ° Р е м а доказана. 

С л е д с т в и е (формула Эйлера —Якоби). Пусть Рг, ...,Рп — общая система 
многочленов степеней тг, . . . , тп и Q — любой многочлен степени, меньшей, чем 

2("1-1>- Тогда 2 (Q 1^)\-0. 
{аъ} \ ) h 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если все корни не лежат на координатных плоскостях, 
следствие получается непосредственным применением теоремы для Q = гг». . .*zn*Q* 
От дополнительного ограничения легко избавиться малым шевелением коэффициентов 
системы уравнений Рг — . . , = Рп = 0. 

3. Замечания. Отметим, что в случае многогранников А̂  = A (Pi) полной размерности 
теорема не 'допускает улучшений: в этом случае любая функция / на корнях {flfejt 
подчиненная обобщенному условию Эйлера — Якоби ^ / ( а ^ ) = 0, получается как вычет 

некоторой формы — ——— . — - Д . . . Д —— , где A (Q) < Ах + . . . -f- An. Это утвер-
"l' - • • '"п zi zn 

ждение несложно вытекает из когомологических вычислений статьи [4]. Отметим, что 
случай нульмерных полных пересечений является исключительным: для полных пере­
сечений Р±= ... = Рт = 0 положительной размерности (т < п) любая голоморфная форма 

~ Y 0 dz-t . . dzn 

старшей степени получается как вычет от некоторой формы — — — • —- Д . . . Д , 
* 1 * • • • '"т zl zn 

где AiQXA^^. + Am [4]. 
Отметим в заключение, что формула Эйлера — Якоби применяется в вещественной 

алгебраической геометрии [5]. Обобщенная формула несомненно найдет аналогичное 
применение. 
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