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Abstract

Ce mémoire présente de maniére détaillée la construction de la trace
de Dixmier donnée en appendice dans [CM].

Notations

Soit H un espace de Hilbert séparable muni d’un produit scalaire []l.Can-
tilinaire a droite. Pour n [N, on note R,, le sous espace de L(H) formé
des opérateurs de rang < n.

Si E est un sous-espace vectoriel fermé de H, on note aussi E le pro-
jecteur orthogonal associé.

Si & est un vecteur de norme 1, on note |¢[T&] le projecteur orthogonal
sur la droite engendrée par & (notation de Dirac).

On note K l'idéal bilatére fermé des opérateurs compacts de H et on
note L' I'idéal bilatére des opérateurs & trace de L(H). On rappelle que
si T [CI(H) est un opérateur a trace, alors pour toute base orthonormée
(&n),,>o de H la série :

S —
M}, |Tn,LJ

n=0

est absolument convergente et sa somme est indépendante du choix du choix
de la base(&,),~o- On note cette somme Trace(T). Cela définit une trace
sur L1, et I'application définie par :

ML= Trace(|T]) O L,

est une norme, la norme trace, qui fait de L' un espace de Banach.



1 Traces sur une Calgébre

Dans toute cette section on désigne par A une CAlgébre unifére, et par
X un espace topologique localement compact. De plus, on note A+ le cne
(positif) des éléments positifs de A.

Définition 1 On dit qu’une partie B de A est C $table si, pour tout x [H,
on a aussi x“1Bl et |x| (B

Proposition 1 Tout idéal bilatére de L(H) est une partie C "$table.

Démonstration. Soit | un idéal bilatére de L(H), et soit T [CI1 Notons
T = U|T| la décomposition polaire de T. Comme | est un idéal bilatére, les
opérateurs |T| = U™ et TH= UM U Sont dans 1. 1

Définition 2 On appelle C'™idéal de A tout idéal bilatére I de A qui est
C 8table et qui est munit d’une norme X pour laquelle | est un espace
de Banach, de telle sorte que :on ait :

¥ = X Xd Ao
et qu’on ait :
kb @EIIXIAh 1 XICM (@ b) CAF.

Exemples. 1. Grce a la théorie des unités approchées, on montre que tout
idéal bilatére fermé de A est C'=$table. Il en résulte qu’un tel idéal est un
C idéal pour la norme de A.

2. Soit g une mesure de Radon sur X et p [[1,00[. Alors, LL(X) n
L2 (X), vu comme idéal bilatére de la C algebre L5 (X), est un C'-ldéal
pour la norme définie par :

17 [

T FOPANCY T mIrmx).

3. ldéaux de Schatten. Soit p [IL,oo[. Alors, I'ensemble L? des
opérateurs compacts tels que :
P 1
Hn(T)? = oo,
n=0
0 (.(T)n), =0 est la suite des valeurs propres de |T|, est un idéal bilatére
de L(H) . C’est un C'~idéal pour la norme donngée par :
—1
P 1

p
ML = 1, (TP [T1 CLP.
n=0

Dans toute la suite de cette section, on désigne par | un idéal bilatére de A
et on note I+ =1 n A+ le cne des éléments positifs de I.



Définition 3 On appelle trace sur | toute forme linéaire positive T sur |
telle que :

T(ax) = 1(xa) A m@ICA.L

Définition 4 On appelle poids sur I toute application T : I+ — R4 qui est
additive et homogéne. On dit que le poids T est tracial si, pour tout x 11
et u A unitaire, on a :

T(UHu) = 1(x).
Lemme 1 Tout élément de A est combinaison linéaire de quatre unitaires.

Démonstration. Comme pour tout x CAlon a:

X = %(x+x'¥+ i%(x—x'%

on se raméne a montrer que tout élément auto-adjoint de A est combinaison
lingaire de 2 unitaires.

Soit x [CA auto-adjoint. Quitte a diviser x par sa norme, on peut en
outre supposer que X est de norme < 1. Dans ce cas, son spectre est inclus
dans [-1,1], et les applications :

t \/1 t2
+ —
td _7,
2
envoient Sp 4x dans U(1), le groupe des nombres complexes de module égale
a 1. Par calcul fonctionnel continu, les éléments de A :

vV v
W= X 1—x2 ot u =X~ 1—x2
+ 2 - 2 ’
sont alors deux unitaires dont la somme est &gale a x. 1

Lemme 2 Soit | un idéal bilatére C=$table. Alors, tout x [Tladmet une
écriture de la forme :

X = (X1 —X2) + i(X3—Xy),
o les x; appartiennent a 1.

Démonstration. Soit x [I1 On a :
1 21
X = E(x + x5+ |ﬁ(x —xb!

Mais comme | est C$table, $(x + xHet J(x — x5! sont des &léments
auto-adjoints de 1. Il en résulte qu’il su [I_de montrer que tout &lément
auto-adjoint de | est égal a la di[Erknce de deux éléments de I..



Maintenant soit x [Tlauto-adjoint. Comme | est C "$table, les éléments
de A :

1
Xx = S (X £ [X]),

sont des éléments de | dont la somme est égale & x. De plus, ils sont auto-
adjoints et leurs spectres sont inclus dans R4, donc ils appartiennent a I..
1

Proposition 2 Soit I un idéal bilatére C$table de A, et T un poids sur
.. Alors :

a) T s’étend de maniére unique en une forme linéaire T sur | dans B.
b) Si T est tracial, alors T est une trace sur 1.

c) Supposons que | soit un Cidéal pour la norme [ et qu’il existe
une constante C > 0 telle que :

T¥)|=CXIgd XICIL.
Alors, T est une forme lingaire continue sur | (pour CII).

Démonstration. a) Soit x [1] et soit deux &critures de x données par par
le lemme 2 :

X = (Xg — X2) + (X3 — X4),
X = (x?— XZE) + i(XE— X%,

0 les x; et les ij appartiennet a I.. Comme :

1
§(x+x§= X1 — Xz = X = X3,
ona:
X1 + X5'= X[+ xo.

Appliquant T dans cette derniére égalité, et utilisant I’ additivité de t, on
obtient :

T(X1) — T(X2) = T(XD — T(X5).
De mme, on a :

T(x3) — T(Xa) = T(X5) — T(XP.



Par conséquent, le nombre complexe :
T(X) = T(X2) — T(X2) + i(T(X3) — T(Xa)),

ne dépend que de x et pas des x;. On obtient ainsi une application T de |
dans C qui est additive et homogeéne, et qui plus vérifie les égalités :

X)) = T(x) OACO CIEfEL i}

Il en résulte que T est C-linéaire. Par construction, c’est I'unique forme
lingaire sur | qui prolonge T .

b) Supposons que T soit un poids tracial, et soit u CAlunitaire. L’unitaire
invariance de T montre que les applications de 1 dans C :

xB- T(x) et X B- T(u™Xu),

sont deux prolongements lingaires de T sur I. Par conséquent, elles concident
sur 1. On en déduit que :

T(ux) = T(XU) x1C1]

Or, par le lemme 1 tout élément de A est combinaison linéaire d’unitaires,
donc par linéarité T est une trace sur 1.

¢) Soit x [Tlauto-adjoint. On a :

_ X + [x X — [x

fool = P+,
< e M "My
= 2CI[xIyl

On en déduit que, pour tout x [TJon a:

_ _x+xH 0 x—xH

T = [t( > )N+ 1t( > )E
= 4C[XILl

Exemples. 1. Toute mesure p sur X définit une trace sur L}L nLy.

2. La trace usuelle sur L est une trace au sens de la définition précédente.
En dimension finie L! correspond & L(H) et toute trace est proportionnelle
a Trace. Ce n’est plus le cas en dimension infinie comme le montre I’exemple
de la trace de Dixmier.



2 Valeurs caractéristiques.

Définition 5 Soitn [CNlet T KL On appelle n-iéme valeur caractéristique
de T, le réel :

MU (T) = inf{[M 5 &3] dimE = n}.
Lemme 3 Soit n et T K. Alors :

Ha(ITD) = pa(T),
dist(IT|,R,) = dist(T,R.,).

Démonstration. On a [TE[CF [OW|ECIE1CH, donc W, (|T) = w.(T).
Maintenant, soit T = U|T| la décomposition polaire de T. De I'inclusion
UR,, R, on déduit que :

dist(T, R,,) = dist(U[T|, R,)) < dist(U[T|, UR,,) < [@Cdist(|T|, Ry).

Mais DI 1, donc dist(T, R,,) < dist(|T|, R,). Puis, comme |T| = U,
on obtient de la mme maniére I'inégalité inverse. 1

Proposition 3 (principe du min-max) Soitn [CNlet T K. Alors :

Ho(T) = dist(T,R,),
= n+1-—iéme valeur propre de |T|.

Démonstration. Comme K est un idéal bilatére de L(H), il est C3table
par la proposition 1. En particulier, I'opérateur positif |T| est compact. Par
I'alternative de Fredholm, son spectre est alors formé d’une suite de valeurs
propres, positives, de multiplicités finies et tendant vers 0. On peut ainsi
les ranger en une suite décroissante (A,), - ; ce qui permet de parler de
“n + 1-iéme valeur propre de |T|”.

Maintenant, le lemme 3 permet de se ramener au cas o T est positif. Il
existe alors une base orthonormée (¢,,),~, de H telle que T§, = A&, pour
tout n [N Autrement dit, on a :

1
T = A& [T&].
n=0
Pour tout m = 1, notons E,, le sous-espace vectoriel engendré par &y ... &,—1.
Le projecteur E,, est donné par :

1
k<n
Comme on a :
1
TA-Ey)) = A& O},
k=n



on voit que :
M prbz O - Ep) L= A
Mais dimE,, = n et rgTE,, = n, donc :
M(T) <A, et dist(T, R,)) < A,..

Réciproquement, soit E est un sous espace de dimension n. Comme
E,+1 est de dimension n+ 1, la restriction du projecteur E a E,,+1 ne peut
tre injective. 1l existe alors & [CH"™ttl que § [H,+; et [ETF 1. Comme
M,cbx OECat & [H,+1,0na:

L1 1
TECE  ANIEGMB =N, [EE0 =N EPE= A,

k<n k<

Il en résulte que M|, cEZ A, puis que W, (T) = A,,.
D’autre part, soit R un opérateur de rang <n. On a:

M- R= sup{[@ —R)¢LY [KérRetlET < 1}
= I:leerRIZI

Comme R est un isomorphisme linéaire de ker R =slr imR, le sous-espace
ker R ebt de dimension < n. Il existe alors un sous-espace E de dimension
n le contenant. Mais ker R étant fermé, on a :

EmerRHT2 kerR.

D’o on déduit que :

[T1— RC2 M, 52 1, (T) = A,

On ainsi montré que dist(T,R,) = A,. 1
Corollaire 1 Soit T K. Alors, T [t si et seulement si :
1
Hn(T) < oo.
n=0

Dans ce cas on a :
N B |
M 1= Trace(|T|) = Ha(T).
n=0

Proposition 4 Soit n et T CK(H), et soit H”un (autre) espace de
Hilbert. Alors :



) Mu(ITD) = pa(T H'= pa(T).
b) Pour A [CIXH,HY et B CIXHYH), on a :
H(ATB) = [ALL(T)EIL]
¢) Pour U [CIXH, HY unitaire, on a :
(U TU) = P, (T).

Démonstration. Le lemme 3 dit que W, (|T|) = W,(T). Enoutre, I'involution
T B T Snduisant une involution de R,,(H) on a :

dist(T 5 R,,) = dist(T R = dist(T, R,,).
D’0 W (T = pa(T).
b) Soit R [R,,(H). Comme rg(ARB) <n,ona:
U.(ATB) < [ATB — ARB [ [A[T]- RIBI[]

Il en résulte que W, (ATB) = AL (T)BICL]

¢) Comme [WIF= W 1, le b) montre que :
Ko (UTU) < pio(T),
et que ;
Hn(T) = 1, (UU T UL Y'< p, (U T V).
1

Définition 6 Soit N et T [CK. On appelle trace partielle d’ordre N,
le réel :

L1
on(T) = Hn(T).
n<N

Lemme 4 Soit N et T K. Alors :
i) on(T) =sup{[TE [, dmE =N}
ii) Si T est positif, on a :

on(T) =sup{Trace(TE) ; dimE = N}.



Démonstration. Si E est un projecteur orthogonal on a ||T|E| = |TE]|,
car :

(TE)FE=ETHE = (|ITIE)YT|E.

Il en résulte que les deux membres de la premiére égalité ne dépendent que
de |T|. On peut ainsi supposer que T est positif.

Soit (&,),~o Une base orthonormée telle que T&, = W, (T)E, [ILCN.
Notons E le sous-espace vectoriel engendré par &...&y—1. Ona:

1
Trace(TEyN) = OEN L= U (T) =on(T).

n<N

Réciproquement, soit E est un sous espace de dimension N. Comme TE
est de rang au plus égal a n, on a :

Ho(TE) =dist(TE,R,) =0 [(nl= N.
Par conséquent :
P 1 NET
Trace(TE) < MELF M (TE) = K (TE).

Mais par la proposition 4, le dernier membre est majoré par :
N
EL u(T) = on(T),
n=0

donc Trace(TE) < on(T). 1

Remarque. Pour N [CNInon nul, o est le sup d’une famille de semi-normes
sur K, donc c’est une une semi-norme sur K. Mais comme Ho(T) = [T bn
a:

M= on(T) =N IMC]
et par conséquent, oy est une norme sur K quie est équivalente a 1]
Proposition 5 Soit T, et T, des opérateurs compacts. Alors :
a)Ona:
on(T1 +T2) = on(T1) + on(T2) Nl [N
b) Si T; et T, sont positifs, on a :

ON+N,(T1 + T2) = 0y, (T1) + o, (T2) [N, Np) [P



Démonstration. a) oy est une norme sur K ; en particlier elle est sous-
additive.

b) Pour i=1,2, soit E; un sous espace de dimension N;. Considérons un
sous espace E de dimension N = N; + N contenant E; + E;. Soit (&,),,~0
un base orthonormée de H telle que &, appartienne & E; pour n < Nj et a
E pour n < N. Comme T, est positif, on a :

1 1
Trace(T1Ep) = (&), |T1&, £ [€),|T1&, [F Trace(T,E).

n<N1 n<N

De la mme maniére on montre que Trace(T,E,) < Trace(T2E). Do :

Trace(T1E;1) + Trace(ToE2) =< Trace(T1E) + Trace(T2E),
= O'N(Tl + Tz).

Mais T1 et T, sont positifs, donc par le lemme 4 :

On+N, (T + T2) = 0w, (T1) + 0w, (T2).

3 Le Clideéal L&)

On construit I'espace L&) qui est le C=idéal sur lequel seront définies les
traces de Dixmier. Le point crucial est le lemme suivant :

Lemme 5 Soit N et T K. Alors :

on(T) = inf{XIzh NOyL3l (x,y) CIF xKet x+y =T}
Démonstration. Posons :

Gn(T) = inf{ XTIz N YLl (x,y) CIF xKetx+y =T}.

Si x [II' ety K sont tels que x +y =T, alors la sous-additivité de oy
implique :

on(T) = on(X) +on(y) < XTIy hH N YT

Do il résulte que on(T) =S (T).
Réciproquement, soit (¢,,),~, une base orthonormée de H de telle sorte
que [T|&, = un(T)E, [NICN. Posons :

Xy = (T]—pn(T)EN et

YN = U (T)EN +|T|(1 — En),

10



0 En est le projecteur spectral relatif aux N premiéres valeurs propres de
IT]:

1
Ev=" (Ma(T) = Ka(T))IEn &I

n<N

Soit T = U|T| la décomposition polaire de T. Alors, T = Uxy + Uyy et
(Uxy,Uyy) CIF x K. D0 :

LN G

n<N
an(T).

A IA

IA

IA

L1

Remarque. Dans cette démonstration on a montré qu’il existait x '
et y Kl de telle sorte que :

XT3 on(T) — Np,(T) et yT = Nuy(T).
Ce lemme permet de définir des traces partielles d’ordre réel :

Définition 7 Pour A= 0 et T K], on appelle trace partielle de T d’ordre
A le réel :

o\(T) = inf{ Xl Ayl (x,y) CII xK et x+y =T}
Lemme 6 Soit T KL Alors, la fonction A B 0,(T) est concave sur Rx.

Démonstration. Soit A et p des réels positifs, et o []0,1]. Si x I et
y [CKisont tels que x+y =T, alors :

XL H (oA + (1 — a)p) = o X H A H (1 — o)(XIGH AL
> acy(T) + (1 — a)a,(T).

D’0 Opa+(1—a)u(T) = a0 (T) + (1 — )0, (T). —1
Proposition 6 Soit A=0et T K. Alors :

ox(T) = on(T)+ap,(T),
&1_ a)on(T) +aon(T),

= U[u](T)dU , N Z[)\],GZ)\—N.
0

11



Démonstration. Les trois derniéres égalités résultent de la définition de
on(T). Ceci dit, on sait par le lemme 6 que la fonction A B 0,(T) est
concave, donc :

ox(T) = (A —aon(T)+aon(T),
= on(T) + ap,(T).

Réciproquement, on sait aussi par la remarque aprés le lemme 5, qu’il
existe x [T} ety [Kitels que :

XL FEon(T) = Np(T) et IYI= Npn(T).
Par conséquent 0,(T) < XIL H ALYT = on(T) + ap,(T). 1

Remarques. 1. La proposition dit que la fonction A B 0,(T) est a [nel
entre deux entiers consécutifs : c’est I'interpolation a Cneldes traces par-
tielles d’ordre entier.

2. Pour tout entier N > 0, la fonction o est une norme sur K équivalente
a [CI™onc pour tout A > 0, la fonction gy, : T B 0,(T) est aussi une
norme sur K équivalente & CI_En particulier, g est sous-additive.

De plus, on vérifie que la boule unité de K pour la norme o, est I’envelloppe
convexe de Be, la boule unité de K pour la norme CI, Bt de A"'B; ( B
désigne la boule unité del?!) :

Bo, ={T [K; 0,(T) <1} = Conv(Bo [AT'B;)
3. La derniére égalité dit que :

1
ox\(T) = . Mgy (T)du.

us=

Ainsi, lorsque T est positif, 0,(T) est un cut-o [C(Intégral) de :

1
Trace(T) = My (T)du,
0

par le paramétre scalaire A.
Lemme 7 Soit A; et A» dans R4, et soit Tq et T, dans Kn L(H),. Alors :
Oxn+x2 (T + T2) =0y, (T1) + 0),(T2).

Démonstration. La proposition 5 dit que I'inégalité est vraie lorsque A; et
Ao sont tous deux des entiers.

Pour i=1,2, on pose N; = [A;] et a; = A;—N;. On pose aussi A = A1+ Ay,
N =[Aleta=A—N. Onasoit N =Nj;+ Ny, soit N=Nj;+Nj,+1.

12



Supposons que N = N1 + N». Alors a =a; + 0y, et on a:

OA(T1+T2) = (01 +02)0N,+N,+1T1 + T2
+ (1 —a1 —a2)0n;+n,(T1 + T2).

D’o on déduit que :

OA(T1+T2) = a1(on+1(T1) +0n,(T2)) + 02(0n, (T1) + On,+1(T2))
+ (1 —ap —az)(on, (T1) + on,(T2)),

(L —a)on, (T1) + 010N +1(T1)

+ (1= 0a2)on,(T2) + 020n,+1(T2),

= 0),(T1) + 0x,(T2).

v

SIN=N;+N,+1 alorsa=a;+0a,—1,etona:

O\(T1+T2) = (Q1—a1+1—0a2)on+n,+1(T1 +T2)

+ (01 + 02 — 1)0n +1+n,+1(T1 + T2),
(1 —a1)(on,(T1) + on,(T2))

+ (1 —az)(on,+1(T1) + on,(T2))

+ (a1 + a2 — 1)(0n,+1(T1) + 0N, (T2)),
(1 —a1)on,(T1) + 010N, (T1)

+ (1 —a2)on,(T1) + o20n,(T2),

0y, (T1) + 0),(T2).

v

v

v

Définition 8 On appelle interpolé réel de L! et de K, le sous-espace :

1))
L&) — ¢ - 0u(
552 Togu

< oo},

0 e = exp(1) est le nombre de Neper.

Proposition 7 L! un C'ideéal pour la norme :

0,(T)
Tl oy = u [T1 L),

Démonstration. Tout d’abord, LTl ooy €St le sup d’une famille de normes,
donc cést une norm. D’autre part, par la proposition 6 on a :

Ly
sup 0.(T) < sup sup —1=0 M (T) + apy(T)

[T1 K.
u=e 10JU — N=20<a=1 log(N + o)

13



I résulte alors de la proposition 4 que L) est un idéal bilatére de L(H)
etquona:

En outre, par la proposition 3, I'idéal L(->) est C invariant et par la propo-
sition 4 on a :

(7| fdooy = Moy = Mglesy [0 L),

Maintenant, soit (T,),~o une suite dans L&) qui est de Cauchy pour
(121 FS Alors, cette suite est de Cauchy pour chacune des normes gy.
Comme ces normes sont toutes équivalentes a LI bn voit qu’il existe T K
tel que :

Jlrgo o\(T,—T)=0 A= e.
Soit > 0. Pour n et p assez grands on a :
ox\T, —T,) < A=e.
Faisant tendre p vers I'infini, on obtient :
oT,—-T) < A= e.
Il en résulte que T LY et que M), — T [gleoy — 0. 1

Proposition 8 Soit HYun autre espace de Hilbert et soit S [CIXHYH) in-
versible. Alors,ys, I’opérateur de conjugaison par S de L(H) dans L(HY,induit
un isomorphisme continu de L&) (H) vers L&) (HY.

Démonstration. Comme y est une bijection de L(H) vers L(HY, d’inverse
Vg1 : THD ST~ il su CEdE prouver que yg envoit continument LX) (H)
dans L&) (HY.

La proposition 4 dit que :

H.(STITS) < ST IS, (T) [T L) (H), MmN,
donc yg(L&>)(H))) CI4->)(HY, et on a :
V3 (T) [y ST OBMTMGley [0 CY)(H).

L1

Remarque. 1. L&*est I’espace vectoriel normé dont la boule unité est :

1
By = logu.Conv(Be CUT'By).

u=e

14



Ainsi on a les inclusions :
L! ) K
et les inégalités (lorsqu’elles ont un sens) :
M= Mgley < M
2. En tant qu’idéal L(-*) est &gal & I'idéal de Macaev :

T)
Lot ={T; L&) sy on(l) _
{ szz log N

Ce dernier est un C™ideéal pour la norme :

_ on(T)
= s G

Cependant cette norme ne concide pas avec la norme [lgl..), bien qu’elle
lui soit équivalente.

4 Trace de Dixmier

On va maintenant se concentrer sur la divergence logarithmique de o,(T)
et évaluer son expansion logarithmique. Ceci nous aménera a la trace de
Dixmier.

Définition 9 Pour A=e et T Kl on pose :

1 I:’\Icyu(T)diu
logA . logu u

()=

Remarques. a) Pour T [CHK fixg, la fonction A B 1,(T) est continue et
s’interpréte comme la moyenne de Cesaro de 0,(T)/logA par rapport a la
mesure de Haar % du groupe localement compact R

b) Si T CIX**, on a 0,,(T) < Mlglesy logu=e. D'0 :
() < Mgy [A=e.
Par conséquent la fonction A B T, (T) appartient a Cy([e, o)).
Lemme 8 Soit A = e et soit T1 et T, dans L(H), n L&) Alors :

(loglog A + 2) log 2
log A '

[TA(T1 + T2) — Ta(T1) — n(T2)| = M + Ta [l
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Démonstration. Comme les g, sont sous-additives on a :
T\ (T1 + T2) = 1) (T1) + T (T2).

Il nous faut alors majorer la di [Erence T,(T1) + 1) (T2) —TA(T1 + T>). Par la
proposition 5on a :

024(T1 + T2) = 0,(T1) + 0,(T2) [UE=e.

1 Ao+t

log A logu u
3,

1 0u(T1 + T2) du

logA 5. logu/2  u’

O(T) +1(T2) <

On en déduit que :
(log A)[TA(T1 + T2) — Ta(T1) — Ta(T2)| < & + 3

avec :
5 — = 0,(T1 +Tp)du 2 0,(T1 +T2) du
. logu u 5 logu u’
gy
1 1 _.du
O_ _ ad
0 %e OulTy + TZ)(Iog u/2 log u) u’

Grce a la relation de Chasles et a I’ inégalité triangulaire on obtient :

o M+ T du | P o, (T+ Ty du

=
. logu u A logu u

Comme 0,(Ty + T2) < M} + Ta[gley logu  [UE= e, on voit que :

d=M+T (I;Iedu+gAdu)<2Io 2M +T
= 2 [alooy T N g 2 Ll ooy
D’autre part on a:
L2
1 1 _du
O <= +T - | — _
0 L+ T2 Laleo) Ogu(Iogu/Z Iogu) u’
A log2 du
= + T oo B
i 2Ll 2. logu/2 u
= [M + T2 Lgleo)(log 2)(log log A).
Rassemblant les inégalités on obtient le lemme. 1
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Ce lemme s’interpréte en termes de C Algébre. Considérons la C™
algébre:

A = Q([e, o)) = Cy([e, ©0))/C,([e, ©0)).
Le lemme 8 dit qu’ on a une application additive de L9’°°) dans A :
T:T B- classe de (Tx(T))r=e-

En fait :

Lemme 9 Soit w un état sur A (i.e. que w est une forme linéaire positive
sur A telle que w(1) = 1). Alors, wot est un poids tracial sur L9’°°).

Démonstration. Soit T IZEE’°°). La fonction A B T1,(T), donc T(T) CAL
etonaw(t(T)) =0.
D’autre part, soit U [IXH) unitaire. Par la proposition 4 on a :

K (UTFU) = (T) MW

Do T,(UMPU) = 1,(T) A=e, et a fortiori, o(t(UTU)) = w(t(T)). [

Comme L3 est un C{déal, la proposition 2 s’applique : si » un état
sur A, le poids tracial wot sur L9’°°) se prolonge canoniquement en une
trace sur L(*°). On obtient ainsi la trace de Dixmier.

Définition 10 Soit ® un &tat sur A. On appelle trace de Dixmier associée
a w, et on note Tr,, la trace sur L&:*) obtenue par prolongement linéaire
du poids tracial wot sur L.

Proposition 9 Soit ® un état sur A. Alors :
a) Tr,, est une forme linéaire continue sur L),

b) Tr,, ne dépend que de la topologie localement convexe de H, et pas de
son produit scalaire.

¢) Soit H™un autre espace de Hilbert, et S CIXHYH) inversible. Notons
TrY la trace de Dixmier associé a w sur HY Alors :

Tr(S™ITS) = Tr (T) CT1 LS (H).

Démonstration. a) Soit T E[lil"”). D’aprés la remarque a) aprés la
définition 9, on a :

T\(T) = Mgl [AL=e.
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Par conséquent, dans A, on a :
0= 1(T) < [T [ Mlgleo)-
On en déduit que :
0 < (1(T)) = Milgleyw(1) = Migle).

De la proposition 2.c), il résulte alors que Tr,, le pronlegement lingaire du
poids tracial wot, est une forme linéaire continue sur L(1°°).

b) Soit CJ.[5un autre produit scalaire sur H définissant la mme topologie
que CJLLIIN existe alors S [CIH) inversible tel que :

[EnC= SEjsnO q8n) CH

Notons HI’espace de Hilbert pour ce produit scalaire, et Tr la trace de
Dixmier associée a w sur HY Soit T K. Alors S™1TS est un opérateur
compact de H, qui est est positif relativement a [CJ.5! et qui a les mmes
valeurs propres que T. Il en résulte que ses valeurs caractéristiques relative-
ment a CJ.[5sont :

Ho(T), Ha(T), ... Ma(T), ...
On en déduit que L&*(HY = L&) (H), et qu'on a :
TrT) = Tro(S7ITS) = Tro(T) [0 LS )(H)..

D’o Tr) = Tr,, par linéarité.

¢) La proposition 8 dit que STIL&*)(H)S = L&>)(HY. De plus, le b)
ci-dessus, permet de remplacer le produit scalaire de H par :

(& n) B~ [Sg|Snld

On est ainsi ramené au cas 0 S est unitaire. Maintenant si T LK% (H)4,
alors ST1TS appartient & L&) (HY, et a les mmes valeurs propres que T,
et par conséquent, Tro(STITS) = Tr(T). Il en résulte que :

Tr(S™ITS) = Tru(T) CT1 LS (H).
1

Définition 11 Soit T I, On dit que T est mesurable si la valeur de
Tr,, T est indépendante de I’élt_aF w. On note M I’ensemble des opérateurs
mesurables. On définit alors —comme la forme linéaire sur M telle que :
1
—T =Tr,(T) pour T [V et w &tat sur A.

18



Proposition 10 On a les propriétés suivantes :

a) M est un sous espace vectoriel fermé de L3> qui ne dépend pas du
produit scalaire de H.

b) Soit HYun autre espace de Hilbert, et S CL(HYH) est inversible.
Alors, STIM(H)S =M(HY eton a :
1 1
- STITsS=—-T CT1 L) (H).
HO H

Démonstration. On a :

M(H) = {T SN H) ; Try(T) = Troo(T)}.

w,wHetats sur A

Par conséquent, la proposition résulte de la proposition 9. 1

Lemme 10 Les états sur A séparent les points.

Démonstration. Soit x [CA. Il s’agit de montrer I'existence d’un état w
sur A tel que w(x) 8 0. Si w est un état sur A, alors w(%“_)' est réel et est
égal a la partie réelle de w(x). On peut ainsi supposer gue X est auto-adjoint.
De plus, quitte a changer x en —x, on peut se ramener au cas 0 X [TAL.

Maintenant, soit B I'espace de Banach réel formé des éléments auto-
adjoints de A et munit de la norme induite. Appliquons le théoréme de
Hanh-Banach dans B au convexe A et a C le convexe compact engendré
par —1 et x : il existe une forme linéaire ¢ sur B et des réels a < B tels
que :

o(A+)<a et ¢(C)=>p.

En particulier, (A+) est un sous-cne strict de R. Or ¢(1) & ¢(—1), donc
©(A+) n’est pas réduit a {0} et nécessairement @(A+) = R4. Il en résulte,
d’une part que @(1) et @(x) sont non nuls, et d’autre part que ¢|4, est un
poids sur A+. Appliquant la proposition 2 on peut alors prolonger ¢ en une
forme linéaire positive ¢ de sorte que :

N

0o(1)’

est un état sur A tel que w(x) & 0. 1

Proposition 11 On a les propriétés suivantes :

a) Soit T L. Alors :
1

(T mesurableet — T =1L) Eljl;]n (T)=L).
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b) Soit T [KI. Supposons que T est positif et que

NET 1
H(T) =L
n=0

lim
N-o logN

Alors T est mesurable et Tr, T = L.

(I
c) Le noyau de — contient L.

Démonstration. a) Si limy_ . T(T) = L, alors T(T) = L, et pour tout
état w sur Aona:

Tro(T) = o(t(T)) = (L) =

]
Autrement dit, T et —T =L.
Remproquement supposons que T est mesurable et que L = —(T) Alors
pour tout état w sur Aona:

w@(M-—-L =Tr,(T)—L=0.

Comme par le lemme 10 les états sur A séparent les points, on en déduit
que T(T)=L. Do limy_T(T) =L

b) Soit N un entier = 2. Alors, pour tout A CJNI,N + 1], on a:

( log N )GN(T) = o) _ (|09(N + 1))0N(T)
log(N +1)" logN ~— logA — logN logN
Par conséquent lim o) =) Do
A— 0 Tog X
- o, (T)du _

lim T, (T I|m
Am () = A-oologA , logu u

]
Il résulte alors du a) ci-dessus que T est mesurable et que —T = L.

¢) Si T 1L, alors:

1 e —
Hn(T)

n=0

lim
N-o logN

Le b) ci-dessus dit alors que T et que —DT = 0. Comme L*! est un idéal
bilatére de L(H), la proposition 1 et le lemme 2 disent que tout élément de
L' est combinaisgninéaire d’élements L. 1l en résulte que L' est contenu
dans le noyau de — 1
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Proposition 12 Soit A un opérateur “non borné” tel que A =c¢ > 0, et
tel que :

Trace(e ™?) Cal™”  lorsque t — 0%,

Alors A™P est un opérateur mesurable et on a :

Démonstration. Par hypothése e est un opérateur a trace. 1l est donc
compact. Comme il est positif, il existe une base orthonormeée (§,,),,~o de H
telle que :

e 2%, = Ha(e7H)E, MM

Ecrivons L,(e™2) = e 0 (A\,),,~( est une suite croissante de réels stricte-
ment positifs tendant vers +oo. Par calcul fonctionnel, pour tout n et
t>0,0ona:

AET’L = ATLE'I’IA
APE = NPEn,
e 8, = e g,

Comme lim,,_ oo [A7PE, [ F lim,_ o A, = 0, I'oOpérateur AP est compact
etona:

M (ATP) = NP [N
D’autre part, on a :

e tn = Trace(e™™®) Cal™”  lorsque t — O%.

n=0

Il résulte alors du théoréme tauberien d’Hardy-Littlewood (cf. [An] et [Ha])

gu’alors on a:
n—1
Ho(ATP) = AP % lorsque n — oo.
D’o on déduit :
. N a
am, logN _ Mn (A7) = rp+1)

Il en résulte que A™P est un opérateur mesurable et qu’on a :
1

-M=

a
FrMp+1)
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1
Exemple. Soit A le laplacien (positif) sur le tore T" = R"/2nZ"™. On
regarde A comme un opérateur “non borné” positif sur I'espace de Hilbert
H = L%(T"). L’analyse de Fourier dit qu’une base orthonormée de cet
Hilbert est fournie par les fonctions :

ep(X) = %%ekm x CIr, k CZr.
T

Dans cette base on a Ae;, = |k|?e, [K [CZI'. On en déduit que pour t > 0

ona:
e ! Trace(e ™/ *™)) = I%’!F =( I%)”
k [ZN k[Z1
On sait que :
o —
| e dx — e 1 <1,
= 4 -
e tdx = T
oo t
D’o

Trace(e ' +2)) Iﬂi)% lorsque t — 0%.

- —_n ’
Il en résulte que (I + A)= est mesurable et qu’on a :

1
—(1+8)7 =

[Nli=]

r(z+1)

Plus généralement soit M une variété compact riemannienne de dimen-
sion n, et P un opérateur pseudo-di [érentiel sur M d’ordre —n. Alors P
s’etend en un opérateur compact de I’espace de Hilbert L?(M). On montre
[Co2] que cet opérateur est mesurable et qu’on a :

1

1
— P = —Res(P).
~ Res(P)

N3 =
+

Ici Res(P) est le résidu de Wodzicki de P (ou résidu non commutatif) ; il
est donné par la formule :
1

Res(P) = (2m)™™" 0—n(P)(X, §)dxdE,
St

0 S'M est le fibré en sphére du fibré cotangent T 'V
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