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g.t. de géométrie :

COHOMOLOGIE CYCLIQUE
DES FONCTIONS C∞ SUR UNE VARIETE

ET DU TORE NON COMMUTATIF

Raphaël Ponge

27 mars 1996

Dans tout cet exposé on désigne par A une algèbre sur C unifère.

1 Accouplement entre la cohomologie cyclique et
la K-théorie (cas impair).

Pour tout n ∈ N, on note GLn(A) le groupe des élèments inversibles de
l’algèbre Mn(A) = A⊗Mn(C) des matrices n×n à coefficients dans A. On
a une inclusion naturelle de GLn(A) dans GLn+1(A), donnée par l’homo-
morphisme :

x 7−→
(
x 0
0 1

)
.

Prenant la limite inductive par rapport à ces inclusions, on obtient un
groupe, qu’on note GL∞(A).

Définition 1 On appelle groupe de Bass-Whitehead de A, et on note K1(A),
le groupe abélianisé de GL∞(A), c.a.d. le quotient de GL∞(A) par le sous-
groupe des commutateurs.

De même qu’on a un accouplement entre K0(A) et HCev(A), la coho-
mologie cyclique paire deA, on a un accouplement entreK1(A) etHCodd(A),
la cohomologie cyclique impaire de A.

Proposition 1 Soit A une C-algèbre unifère. Alors :

a) La formule suivante définit un accouplement bilinéaire entre K1(A)
et HCodd(A) :

〈[u], [ϕ]〉 = λ−1
n (ϕ# Tr)(u−1 − 1, u− 1, u−1 − 1, . . . , u− 1),
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où u ∈ GLk(A), ϕ ∈ Zn
λ (A) (n impair), et où on a posé :

λn =
√

2iπ 2n Γ(n+
1

2
).

b) On a :

〈u, Sϕ〉 = 〈u, ϕ〉 ∀u ∈ K1(A) ∀ϕ ∈ HCodd(A).

c) Soit B une autre C-algèbre unifère. Alors, pour tout ϕ ∈ HCev(A),
ψ ∈ HCodd(B), e ∈ K0(A) et u ∈ K1(A), on a :

〈e⊗ u + (1− e)⊗ 1, [ϕ#ψ]〉 = 〈e, [ϕ]〉〈u, [ψ]〉.

Démonstration. Montrons qu’on a bien un accouplement. Déjà, l’addi-
tivité par rapport à ϕ et la compatibilité vis à vis des inclusions, GLk(A) ⊂
GLk′(A) (k ≤ k′) ne posent pas de problème. De plus, quitte à remplacer
A par Mn(A) et ϕ par ϕ# Tr, on peut supposer que k = 1.

Considérons l’algèbre Ã = A⊕ C.1, obtenue en ajoutant une unité à A
et munie du produit, ((x, λ), (y, µ)) 7→ (xy + λy + µx, λµ).

Soit ϕ̃ ∈ Cn
λ (A) donné par l’égalité :

ϕ̃((a0, λ0), (a1, λ1), . . . , (an, λn) = ϕ(a0, a1, . . . , an)) ∀(aj , λj) ∈ Ã.

Montrons que ϕ̃ appartient à Zn
λ (Ã). En effet, pour (a0, λ0), . . . , (an, λn)

dans Ã on a :

ϕ̃((a0, λ0), . . . , (ai, λi)(ai+1, λi+1), . . . , (an, λn))

= ϕ(a0, . . . , aiai+1, . . . , an)

+ λiϕ(a0, . . . , ai−1, ai, . . . , an) + λi+1ϕ(a0, . . . , ai, ai+2, . . . , an).

D’où

bϕ̃((a0, λ0), . . . , (an+1, λn+1)) = bϕ(a0, . . . , an+1),

+λ0ϕ(a1, . . . , an+1)

+ (−1)n+1λ0ϕ(an+1, a1, . . . , an),

= 0.

Maintenant, si u ∈ GL1(A) on a :

ϕ(u−1 − 1, u− 1, . . . , u−1 − 1, u− 1) = ϕ̃(ũ−1, ũ, . . . , ũ−1, ũ),

où ũ = (u−1, 1) ∈ Ã. On se ramène ainsi au cas où ϕ satisfait à la relation :

ϕ(1, a0, . . . , an−1) = 0 ∀aj ∈ A.

Il s’agit alors de montrer que la fonction de GL1(A) dans C :

χ(u) = ϕ(u−1, u, . . . , u−1, u),
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vérifie la relation :

χ(uv) = χ(u) + χ(v) ∀(u, v) ∈ GL1(A)2.

Remarquons qu’avec U =

(
uv 0
0 1

)
et V =

(
u 0
0 v

)
, on a :

χ(uv) = (ϕ# Tr)(U−1, U, . . . , U−1, U) et

χ(u) + χ(v) = (ϕ# Tr)(V −1, V, . . . , V −1, V ).

Mais U et V sont reliés par le chemin :

Ut =

(
u 0
0 1

) (
sin t − cos t
cos t sin t

) (
1 0
0 v

) (
sin t cos t
− cos t sin t

)
.

Regardant ce chemin comme un élèment du produit tensorielA⊗C∞(R,M2(C)),
on voit que la fonction :

t 7−→ (ϕ# Tr)(U−1
t , Ut, . . . , U

−1
t , Ut),

est lisse sur R. Par conséquent, il nous suffit de montrer que sa dérivée est
nulle ; ce qu’on vérifie au moyen de la relation (U−1

t )′ = −U−1
t U ′

tU
−1
t .

Reste à montrer que le résultat est nul si ϕ est un cobord : ϕ = bψ avec
ψ ∈ Cn−1

λ . Comme le cup-produit d’un cobord donne un cobord, on peut
encore supposer que k = 1. Le calcul montrant que ϕ̃ est un cocycle cyclique

montre que ϕ̃ = (̃bψ) = bψ̃. Ceci nous permet de nous ramener au cas où
ψ(1, a1, . . . , an−2) = 0 ∀aj ∈ A. On vérifie alors que bψ(u−1, u, . . . , u) = 0.

�

Remarques. 1. L’égalité b) définit un accouplement naturel entre K1(A)
et Hodd(A), la cohomologie cyclique périodique impaire de A.

2. Les constantes λn sont déterminées, a un facteur multiplicatif près,
par les égalités b) et c). Le facteur

√
2iπ vient de ce qu’on veut avoir la

relation :
〈u ∧ v, ϕ#ψ〉 = 〈u, ϕ〉〈v, ψ〉,

où ∧ : K1(A) × K1(B) −→ K0(A ⊗ B) est un produit défini dans le con-
texte des pré-C∗-algèbres (i.e. des algèbres de Banach involutives qui sont
isomorphes à une sous-algèbre d’une C∗-algèbre qui est involutive et stable
par calcul fonctionnel holomorphe).

2 Algèbres localement convexes.

Supposons queA soit munie d’une toplogie localement convexe, pour laquelle
le produit A×A → A est continu. En d’autres termes, pour toute semi-
norme continue p sur A, il existe une semi-norme continue p′ sur A telle
que :

p(ab) ≤ p′(a)p′(b) ∀(a, b) ∈ A2.
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On remplace alors le dual algébrique A∗ de A par le dual topologique, et
l’espace Cn(A,A∗) des formes (n + 1)-linéaires sur A par l’espace Cn des
formes (n+ 1)-linéaires continues : ϕ ∈ Cn si, et seulement si, il existe une
semi-norme continue p sur A pour laquelle on a :

|ϕ(a0, . . . , an)| ≤ p(a0) . . . p(an) ∀aj ∈ A.

Comme le produit est continu on a bϕ ∈ Cn+1 ∀ϕ ∈ Cn. Comme les
formules pour le cup-produit des cochâınes ne font intervenir que le produit
de A,elles font toujours sens pour les formes multilinéaires continues, et tous
les résultats précédents sont vrais sans changement dans le cas continu.

Maintenant parlons des résolutions projectives. Comme nous le verrons
dans la section suivante, ce sont des outils particulièrement utiles pour cal-
culer la cohomologie de Hochschild. Tout d’abord on peut supposer que A
est complète car Cn n’est pas changé quand on remplaceA par son complété,
qui est encore une algèbre topologique localement convexe.

Soit B une algèbre topologique localement convexe complète. Par module
topologique sur B, on entend un espace vectoriel topologique localement
convexe M, qui soit un B-module, et tel que l’application (b, ξ) 7→ bξ soit
continue de B ×M dans M. On dit que M est topologiquement projectif
s’il est un facteur direct d’un module topologique de la formeM′ = B⊗̂πE,
où E est un espace vectoriel topologique localement convexe complet et ⊗̂π

est le produit tensoriel topologique projectif. En particulier,M est complet
en tant que sous espace fermé de l’espace vectoriel topologique localement
convexe complet M′.

Si M1 et M2 sont deux B-modules topologiques, complets en tant que
espaces vectoriels localement convexes, et p : M1 → M2 est une applica-
tion B-linéaire continue munie d’une section transversale C-linéaire continue
s :M2 →M1, on peut compléter le triangle d’applications B-linéaires con-
tinues :

Mp
1Mf̃ fM2,

pour toute application B-linéaire continue f :M→M2.

Définition 2 Soit M un B-module topologique. Par une résolution projec-
tive (topologique) de M, on entend une suite exacte de B-modules projectifs
et d’applications B-linéaire continues :

M ǫ←−M0
b1←−M1

b2←−M2 ←− · · · ,

qui admet une homotopie C-linéaire continue si :Mi→Mi+1 telle que :

bi+1si + si−1bi = id pour tout i.

L’algèbre A, munie de la structure de module sur B = A⊗̂A0 (produit
tensoriel de A par son algèbre opposée A0) donnée par :

(a⊗ b0)c = acb, ∀(a, b, c) ∈ A3,

5



admet la résolution projective canonique (Mn, bn) suivante :

• Mn = B⊗̂πEn (en tant que B-module), avec En = A⊗̂nπ ;

• ǫ :M0 → A est donnée par :

ǫ(a⊗ b0) = ab ∀(a, b) ∈ A2 ;

• bn :Mn →Mn−1 est donnée par :

bn(1⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an) = (a1 ⊗ 1)⊗ a2 ⊗ . . .⊗ an

+
n−1∑

j=1

(−1)j(1⊗ 1)⊗ a1 ⊗ . . .⊗ ajaj+1 ⊗ an

+ (−1)n(1⊗ a0
n)⊗ (a1 ⊗ . . .⊗ an−1),

où a1, . . . , ak appartiennent à A.

La section suivante est continue :

sn((a⊗ b0)⊗ (a1 ⊗ . . .⊗ an)) = (1⊗ b0)⊗ (a⊗ a1 ⊗ . . .⊗ an).

Soit le complexe :

HomB(M0,A∗)
b∗
1−→ HomB(M1,A∗) −→ · · · ,

où on symbolise par HomB les applications B-linéaires continues. Sa co-
homologie cöıncide avec la cohomologie de Hochschild continue de A. On
obtient un cöısomorphisme entre ces cohomologies, grâce au B-morphisme
qui à tout ϕ ∈ Ck associe Tϕ ∈ HomB(Mk,A∗) donné par :

Tϕ((a⊗b)⊗a1⊗. . .⊗ak)(a0) = ϕ(ba0a, a1, . . . , ak) ∀(a, b, a1, . . . , ak) ∈ Ak+3.

Comparant cette résolution avec une résolution topologique projective quel-
conque du module A sur B, on obtient :

Lemme 1 Pour toute résolution projective topologique (Mn, bn) du mod-
ule A sur B = A⊗̂A0, la cohomologie de Hochschild continue Hn(A,A∗)
cöıncide avec la cohomologie du complexe :

HomB(M0,A∗)
b∗
1−→ HomB(M1,A∗) −→ · · · .
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3 Exemple 1 : A = C∞(V ), V variété compacte.

On munit cette algèbre A = C∞(V ) de sa topologie naturelle d’espace de
Fréchet, donnée par les semi-normes pn(f) = supα≤n ∂αf (via des cartes lo-
cales), et on considère uniquement les formes multilinéaires continues. Pour
tout entier k, on identifie le produit tensoriel topologique :

C∞(V )⊗̂ · · · ⊗̂C∞(V ) = C∞(V )⊗̂k ,

à l’algèbre localement convexe C∞(V k).
En particulier l’algèbre B = A⊗̂A0 s’identifie à l’algèbre C∞(V × V ) et

le B-module A correspond au B-module donné par l’inclusion diagonale :

∆ : V → V × V, ∆(p) = (p, p) ∀p ∈ V

Proposition 2 Soit V une variété compacte, A l’algèbre localement con-
vexe C∞(V ) et Dk l’espace des courants de Rham sur V de dimension k.
Alors :

a) Le groupe de cohomologie de Hochschild continue Hk(A,A∗) est canon-
iquement isomorphe à l’espace des courants de Rham de dimension k sur V :
à ϕ ∈ Zk(A,A∗) est associé le courant Cϕ ∈ Dk donné par la formule :

〈Cϕ, f
0df1∧. . .∧dfk〉 =

1

k!

∑

k∈Sk

ǫ(σ)ϕ(f0, fσ(1), . . . , fσ(k)) ∀f j ∈ C∞(V ).

b) Sous cet isomorphisme l’opérateur IoB : Hk(A,A∗) → Hk−1(A,A∗)
correspond à k fois le bord de Rham pour les courants b : Dk → Dk−1.

Démonstration. a) Vérifions que la formule ci-dessus définit bien un
élèment deDk. Tout d’abord, on montre qu’on définit un opérateur d’assymétrisation
totale en les k dernières variables Ak : Ck(A,A∗) → Ck(A,A∗) qui à
ϕ ∈ Ck(A,A∗) associe le cocycle :

Akϕ =
1

k!

∑

k∈Sk

ǫ(σ)ϕσ,

où pour σ ∈ Sk, le cocycle ϕσ est donné par :

ϕσ = ϕ(f0, fσ(1), . . . , fσ(k)) ∀f j ∈ A.

On vérifie que le noyau de Ak contient les cobords de Hochschild.
Ensuite, si ϕ ∈ Ck(A,A∗) est tel que ϕσ = ǫ(σ)ϕ ∀σ ∈ Sk, alors il existe

un courant Cϕ de dimension k sur V tel que :

〈Cϕ, f
0df1 ∧ . . . ∧ dfk〉 = ϕ(f0, f1, . . . , fk) ∀f j ∈ C∞(V ).
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En effet, ϕ satisfaisant à la condition :

ϕ(f0, f1f2, . . . , fk+1)

= ϕ(f0f1, f2, . . . , fk+1) + ϕ(f0f2, f1, . . . , fk+1),

pour f0, . . . , fk+1 dans C∞(V ), l’assymétrie de ϕ fait que si on le regarde
comme une distribution sur V k+1, son support est inclus dans la diagonale :

∆k+1 = {(x, x, . . . , x) ; x ∈ V } ⊂ V k+1.

Il en résulte que le problème de l’existence de Cϕ est local, et qu’il se résout
par l’utilisation de coordonnées locales (ou en étant vérifié pour une variété
particulière pour laquelle c’est facile, par exemple V = Tn).

Ainsi, à tout ϕ ∈ Zk(A,A∗) on associe un courant Cϕ = CAkϕ donné
par la formule :

〈Cϕ, f
0df1∧. . .∧dfk〉 =

1

k!

∑

k∈Sk

ǫ(σ)ϕ(f0, fσ(1), . . . , fσ(k)) ∀f j ∈ C∞(V ).

Comme le noyau de Ak contient les cobords de Hochschild, Cϕ ne dépend
que de la classe de ϕ dans Hk(A,A∗). On définit ainsi un morphisme α :
Hk(A,A∗)→ Dk.

Il s’agit de montrer que α est un isomorphisme. Déjà α est surjectif car
il admet l’inverse à gauche β : Dk → Hk(A,A∗), où pour C ∈ Dk la classe
β(C) est celle du cocyle ϕC donné par la formule :

ϕC = 〈C, f0df1 ∧ . . . ∧ dfk〉 ∀f j ∈ A.

Pour montrer l’injectivité, on peut remplacer V par V × S1 car si Ā
est l’algèbre localement convexe C∞(V × S1), l’homomorphisme ρ : Ā →
A donné par l’évaluation en un point p ∈ S1 induit une injection ρ∗ :
Hk(A,A∗) → Hk(Ā×, Ā∗). Ceci permet de supposer que la caractéristique
d’Euler de V est nulle.

Supposons ainsi que χ(V ) = 0. Pour tout k ∈ N, soit Ek = pr2
∗ ∧k T∗

C
V

l’image réciproque de la k-ième puissance extérieure du fibré cotangent com-
plexifié par la seconde projection pr2 : V × V → V . Par construction
E∗

1 = pr2
∗ TV . Comme la caractéristique d’Euler de V est nulle, il existe

un champ de vecteur réel sur V qui s’annulle nulle part, au moyen duquel
on fabrique une section X(a, b) de E∗

1 telle que :

• pour (a, b) assez proche de la diagonale, on a X(a, b) = exp−1
b (a), où

expb : TbV → V est l’application exponentielle associée à une métrique
riemmanienne donnée sur V ;

• X(a, b) 6= 0 pour a 6= b.
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Ceci nous permet de construire une résolution projective explicite du module
A sur B = A⊗̂A0 = C∞(V × V ) :

A ∆∗

←−M′
0

ιX←−M′
1

ιX←−M′
2 ←− · · · ←−M′

n ←− 0,

où M′
k est le B-module C∞(V × V,Ek) et ιX est la contraction par X.

De plus, on a un isomorphisme naturel :

C∞(V × V,Ek)⊗̂C∞(V ×V )C
∞(V ) ≃ C∞(V,∆∗Ek).

Comme par construction ∆∗Ek c’est
∧k T∗

C
V , on obtient un isomorphisme

entre HomB(M′
k,A∗) et Dk. Plus explicitement, à T ∈ HomB(M′

k,A∗)

correspond le courant CT dont l’accouplement avec ω ∈ C∞(V,
∧k T∗

C
V )

est donné par :
〈CT , ω〉 = T (ω′)(1),

où ω′ ∈ M′
k est tel que ∆∗ω′ = ω. D’autre part, la restriction de X à

la diagonale étant nulle, l’opérateur de cobord ι∗X : HomB(M′
k−1,A∗) →

HomB(M′
k,A∗) est nul. Du lemme 1 il résulte alors l’existence d’un isomor-

phisme α̃ : Hk(A,A∗)→ Dk.
Pour expliciter cet isomorphisme, il nous suffit d’exhiber un morphisme

de complexes F de la résolution projective standard (Mp, bp) vers la résolution
projective (M′

p, ιX) au dessus de l’identité de A. IciMp = C∞(V ×V ×V p)
et F est donné par :

(Fω)(a, b, x1, . . . , xp) = 〈X(x1, b) ∧ . . . ∧X(xp, b), ω(a, b)〉,

où ω appartient à M′
p = C∞(V × V,Ep) et a, b, x1, . . . , xp sont dans V .

Comme F vérifie la relation bpF = FiX pour tout p, on a un isomor-
phisme F ∗ de HomB(M′

k,A∗) vers Hk, le k-ième espace de cohomologie
du complexe (HomB(Mp,A∗), b∗

p). L’isomorphisme α̃ est alors donné par les
compositions :

Hk(A,A∗)
ϕ 7→Tϕ−→ Hk F ∗

−→ HomB(M′
k,A∗)

T 7→CT−→ Dk,

où pour ϕ ∈ Zk(A,A∗) le morphisme Tϕ est donné par :

Tϕ((f⊗g)⊗f1⊗. . .⊗fk)(f0) = ϕ(gf0f, f1, . . . , fk) ∀(f, g, f0, . . . , fk) ∈ Ak+3.

On vérifie alors que α̃ = k!α ; ce qui montre l’injectivité de α.

b) Soit C ∈ Dk et soit ϕC le cocycle de Hochschild correspondant :

ϕC(f0, f1, . . . , fk) = 〈C, f0df1 ∧ . . . ∧ dfk〉, ∀f j ∈ C∞(V ).
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On a :

B0ϕ(f0, . . . , fk−1) = ϕ(1, f0, . . . , fk−1),

= 〈C, df0 ∧ . . . ∧ dfk−1〉,
= 〈bC, f0df1 ∧ . . . ∧ dfk−1〉.

Comme ϕC est par construction assymétrique, on en déduit que :

BϕC = AB0ϕC = kB0ϕC = kϕbC .

�

Théorème 1 Soit A l’algèbre localement convexe C∞(V ). Alors :

1) Pour tout entier k, la cohomologie cyclique continue HCk(A) est
canoniquement isomorphe à la somme directe :

ker b(⊂ Dk)⊕Hk−2(V,C)⊕Hk−4(V,C)⊕ . . . ,

où H∗(V,C) est l’homologie de Rham de V et b est le bord de Rham.

2) H∗(A) est canoniquement isomorphe à l’homologie de Rham (avec la
filtration par la dimension).

Démonstration. !) Décrivons explicitement l’isomorphisme. Soit ϕ ∈
HCk(A). Le courant C = CIϕ associé à I(ϕ) est donné par :

〈C, f0df1∧ . . .∧dfk〉 =
1

k!

∑

k∈Sk

ǫ(σ)ϕ(f0, fσ(1), . . . , fσ(k)) ∀f j ∈ C∞(V ).

Il est fermé car BI(ϕ) = 0, de sorte que la cochâıne :

ϕ̃(f0, f1, . . . , fk) = 〈C, f0df1 ∧ . . . ∧ dfk〉 ∀f j ∈ C∞(V ),

appartient à Zk
λ . La classe de ϕ− ϕ̃ est par construction dans le noyau de I.

Comme imS = ker I, il existe ψ ∈ HCk−2(A) tel que ϕ− ϕ̃ = Sψ, et ψ est
unique modulo imB. Ainsi la classe d’homologie de CIψ est univoquement

déterminée. C’est aussi le cas la classe de ψ− ψ̃ dans HCk−2(A). Répétant
ce processus, on obtient la suite des classes d’homologies ωj ∈ Hk−2j(V,C).
Par construction ϕ est dans la même classe dans HCk(A) que ϕC +

∑
Sjϕωj

où pour tout courant fermé ωj dans la classe, le cocycle φωj est tel que :

ϕωj (f
0, . . . , fk) = 〈ωj , f

0df1 ∧ . . . ∧ dfk〉 ∀f l ∈ A.

Ceci montre que l’application qu’on vient de construire est une injection de
HCk(A) dans ker b(⊂ Dk)⊕Hk−2(V,C)⊕Hk−4(V,C)⊕ . . . .
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La surjectivité est immédiate.

2) La construction de l’isomorphisme montre que S : HCk(A)→ HCk+2(A)
correspond à l’application qui à C ∈ ker b associe sa classe d’homologie.
L’inclusion en résulte. D’autre part, ici, la suite spetrale associée à la suite
(I,B, S) de Connes est dégénérée ; ce qui fait que son terme E2 est déjà
l’homologie de Rham. �

4 Exemple 2 : Tore non commutatif A = Aθ, θ ∈ R/Z.

Soit λ = e2iπθ. Notons S(Z2) l’espace des suites (an,m)(n,m)∈Z2 à décroissances
rapides (i.e. (|n|+ |m|)q|an,m| est borné pour tout q ∈ N).

SoitAθ l’algèbre dont l’élèment générique est une somme formelle,
∑
an,mU

n
1 U

m
2 ,

où (an,m) ∈ S(Z2) et dont le produit est déterminé par l’égalité U2U1 =
λU1U2.

Déterminons explicitement H∗(Aθ). La première étape est de calculer
la cohomologie de Hochschild H(Aθ,A∗

θ), où A est muni d’une structure
d’algèbre topologique localement convexe via les semi-normes pq(a) = sup(1+
|m|+ |n|)q|am,n|.

Selon la valeur θ, il faut distinguer trois cas :

• θ ∈ Q ; cette algèbre est alors Morita-équivalente à l’algèbre commu-
tative des fonctions lisses sur le tore T2. Dans ce cas, le calcul de
H∗(Aθ) résulte de la section précédente.

• θ 6∈ Q et θ satisfait une condition diophantienne du type :

|1− λn|−1 = O(nk) pour un certain k ;

• θ 6∈ Q et θ ne satisfait pas une condition diophantienne.

Proposition 3 Soit θ 6∈ Q. Alors :

a) On a :
H0(Aθ,A∗

θ) = C.

b) Si θ satisfait une condition diophantienne, on a :

dimHj(Aθ,A∗
θ) =

{
2 si j = 1,
1 si j = 2.

c) Si θ ne satisfait pas une condition diophantienne, alors H1 et H2 sont
des espaces de dimensions infinies non séparés.
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Proposition 4 Si θ 6∈ Q, alors HC0(Aθ) = C, et l’application :

I : HC1(Aθ) −→ H1(Aθ,A∗
θ),

est un isomorphisme.

Sur Aθ on a 3 opérateurs remarquables :

• La trace canonique sur Aθ, qu’on note τ , et qui est donnée par :

τ(
∑

aνU
ν) = a0,0,

où on a posé Uν = Un1

1 Un2

2 pour ν = (n1, n2).

• Les dérivations basiques de Aθ, notées δ1 et δ2, qui sont définies par
les relations :

δj(U
ν) = 2iπnjU

ν (j = 1, 2)

Ces opérateurs permettent de construire des bases explicites de Hev(Aθ) et
de Hodd(Aθ).

Proposition 5 Soit θ un réel quelconque ; alors :

a)On a :

Hev(Aθ) ≃ C2 et Hodd(Aθ) ≃ C2.

b) Une base de

Hodd(Aθ) = H1(Aθ,A∗
θ)/ im(I ◦B),

est fournie par les cocycles cycliques ϕ1 et ϕ2 sur Aθ donnés pour j = 1, 2
par :

ϕj(x
0, x1) = τ(x0δj(x

1)) ∀xk ∈ Aθ.

c) On a Hev(Aθ) = H2(Aθ) ; c’est un espace vectoriel dont une base est
formée de Sτ et du cocycle cyclique ϕ sur Aθ, donné par :

ϕ(x0, x1, x2) = (2iπ)−1τ(x0(δ1(x1)δ2(x2)− δ2(x1)δ1(x2))) ∀xj ∈ Aθ.

Passons maintenant à l’accouplement entre Hev(Aθ) et K0(Aθ). Soit
(p, q) ∈ Z2 un couple d’entiers premiers entre eux avec q > 0 et p pouvant
être nul. On construit alors un module projectif de type fini E = Ep,q sur
Aθ.

Soit S(R) l’espace de Schwartz des fonctions à décroissance rapide de la
droite réelle et V1 et V2 les deux opérateurs de S(R) définis par :

(V1ξ)(s) = ξ(s− ǫ) et (V2ξ)(s) = e(s)ξ(s),
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où ξ ∈ S(R), s ∈ R, ǫ = p
q
− θ et e(s) = e2iπs ∀s ∈ R.

Considérons ensuite un espace de Hilbert de dimension fini K, et deux
opérateurs unitaires w1 et w2 sur K, tels que :

w2w1 = ē(p/q)w1w2 et wq
1 = wq

2 = 1.

Dans le produit tensoriel E = S(R)⊗K on a :

(V2 ⊗ w2)(V1 ⊗ w1) = λ̄(V1 ⊗ w1)(V2 ⊗ w2).

On munit alors E = S(R)⊗K d’une structure de Aθ-module en posant pour
j = 1, 2 :

ξUj = (Vj ⊗ wj)ξ ∀ξ ∈ S(R)⊗K.
On montre que E est bien un Aθ-module projectif de type fini. En fait :

Proposition 6 Soit E un module projectif de type fini sur Aθ. Alors :

• soit E est libre et E = Ap
θ pour un certain p > 0 ;

• soit E est isomorphe à module de la forme S(R)⊗K pour la structure
de module ci-dessus.

En tant qu’espace vectoriel Hev(Aθ) est de dimension égale à 2. Une
base est donnée par Sτ et le cocycle ϕ donné par :

ϕ(x0, x1, x2) = (2iπ)−1τ(x0(δ1(x1)δ2(x2)− δ2(x1)δ1(x2))) ∀xj ∈ Aθ.

L’accouplement de K0 avec Sτ est le même qu’avec τ et est donné par
la dimension de Murray-Von Neumann :

〈Ep,q, τ〉 = p− θq.

Pour déterminer l’accouplement de K0 avec ϕ, on considère le cycle Ω
de dimension 2 et de caractère ϕ :

• En tant qu’algèbre graduée Ω est le produit tensoriel gradué de l’algèbre
Aθ par l’algèbre extérieure

∧∗
C2 de l’espace vectoriel C2 = Ce1⊕Ce2.

• Sa différentielle d est déterminée par l’égalité :

d(a⊗α) = δ1(a)⊗ (e1 ∧α) + δ2(a)⊗ (e2 ∧α) ∀(a, α) ∈ Aθ×
∗∧

C2.

• La trace graduée
∫

: Ω2 → C vérifie :

∫
a⊗ (e1 ∧ e2) 7→ (2iπ)−1τ(a) ∀a ∈ Aθ.
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Une connexion sur un module projectif de type fini E sur Aθ est alors
donnée par un couple (∇1,∇2) de dérivées covariantes, satisfaisant à :

∇j(ξa) = (∇jξ)a+ ξδj(a) ∀(ξ, a) ∈ E ×Aθ.

La courbure Θ s’identifie alors à :

(∇1∇2 −∇2∇1)⊗ (e1 ∧ e2).

Sur Ep,q = S(R)⊗K on définit dans ces conditions une connexion ∇ par
les formules :

(∇1ξ)(s) = 2iπ
s

ǫ
ξ(s) et (∇2ξ)(s) =

dξ

ds
(s),

où ξ ∈ S(R) ⊗K et s ∈ R. La courbure de cette connexion est constante,
égale à −2iπ

ǫ
⊗ (e1 ∧ e2). La valeur de l’accouplement est alors :

〈Ep,q, ϕ〉 =
1

2iπ
.
−2iπ

ǫ
.τ(idEp,q) = −1

ǫ
(p− θq) = q.

On ainsi prouvé le résultat suivant :

Proposition 7 Soit ϕ ∈ HC2(Aθ) le cocycle cyclique défini précédemment.
Alors :

〈K0(Aθ), ϕ〉 ⊂ Z.
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