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G.T. DE GEOMETRIE :
COHOMOLOGIE CYCLIQUE
DES FONCTIONS C* SUR UNE VARIETE

ET DU TORE NON COMMUTATIF

RAPHAEL PONGE

27 MARS 1996

Dans tout cet exposé on désigne par A une algébre sur C unifére.

1 Accouplement entre la cohomologie cyclique et
la K-théorie (cas impair).

Pour tout n € N, on note GL,(A) le groupe des éléments inversibles de
I'algebre M, (A) = A® M, (C) des matrices n x n a coe cients dans .A. On
a une inclusion naturelle de GL,(A) dans GL,1(A), donnée par I’homo-

morphisme : - 1
z 0

01

Prenant la limite inductive par rapport a ces inclusions, on obtient un
groupe, qu’on note G Lo (A).

Xr —

Définition 1 On appelle groupe de Bass-Whitehead de A, et on note K7(A),
le groupe abélianisé de GL(A), c.a.d. le quotient de GLo(A) par le sous-
groupe des commutateurs.

De méme qu’on a un accouplement entre Ky(A) et HC®'(A), la coho-
mologie cyclique paire de A, on a un accouplement entre i (A) et HC°d4(A),
la cohomologie cyclique impaire de A.

Proposition 1 Soit A une C-algébre unifére. Alors :

a) La formule suivante définit un accouplement bilinéaire entre K;(A)
et HC°4(A) :

(Wl Iel) = N e#E T - Lu—1u™ =1, ,u—1),



ol u € GLi(A), ¢ € Z{(A) (n impair), et ou on a poseé :
An = V2ir 2" [(n + %).
b) Ona:

(u,S¢) = (u,@)  Yue Ki(A) Yo € HC*Y(A).

c) Soit B une autre C-algébre unifére. Alors, pour tout ¢ € HC®(A),
€ HC?(B), e € Ko(A) et u € Ki(A), on a:

(e@u + (1-e) @1 [p#]) = (e, [0]) (u, [¢¥]).

Démonstration. Montrons qu’on a bien un accouplement. Dgja, I’addi-
tivité par rapport a ¢ et la compatibilité vis a vis des inclusions, GL;(A) C
GLy(A) (k < kY ne posent pas de probléme. De plus, quitte & remplacer
A par M, (A) et ¢ par o# Tr, on peut supposer que k = 1.

Considérons I'alggbre 4 = A & C.1, obtenue en ajoutant une unité a A
et munie du produit, ((z, ), (v, 1)) — (zy + Ay + px, Ap).

Soit ¢ € C}(A) donné par I'égalité :

B((a% X%, (@AY, . @A) = pa®,ats. . a™) (@, V) € Al

Montrons que @ appartient a Z3(A). Ene et, pour (a%,\%), ..., (a", \")
dans Aona:

F((a®, X%, (@ A @A), (@A)
= o@d,...,dd" ... a")

i (0 =1 i n i+1, ¢ 0 i it2 n
+ XNop(a’,...,a" ,d,...,a")+ XN o(a,...,d", a0 dY).
D’ou

bF((a” A%), ..., @ NTh) = bp(d®, .. a™tY),

+2\0p(at, ..., a"t)
+ (_1)n+1)\090(an+1’ Cll, s ’an)’
= 0.

Maintenant, si u € GL1(A) on a:

owt—Lu—1,... vt —1Lu-10)=3G@*q,..., a7,

oll & = (u—1,1) € A. On se raméne ainsi au cas oll o satisfait a la relation :
o,ad’,...,a"H =0 Val € A.
Il s’agit alors de montrer que la fonction de GL;(A) dans C :

X(u) = gp(u_:l?u? AR 7u_17u)?



verifie la relation :

x(uv) = x(u) + x(v)  V(u,v) € GLi(A)*,
1 3 1 ]

, _uv O w0 )
Remarquons qu’avec U = 0 1 etV = 0 v ,ona:

x(uv) = (gp#Tr)(U_l, U,... ,U_I,U) et

xX(w) + x() = (e#TOHV LV, VL)
Mais U et V sont reliés par le chemin :

1 111 111 111,
U= U 0 sint —cost 10 sint  cost
t 01 cost sint 0 v —cost sint

Regardant ce chemin comme un élément du produit tensoriel AQC° (R, M2 (C)),
on voit que la fonction :

t— (SO#Tr)(Ut_17 Ut7 CE) Ut_17 Ut)7

est lisse sur R. Par conséquent, il nous su t de montrer que sa dérivée est
nulle ; ce qu’on vérifie au moyen de la relation (U; )= —U; U
Reste & montrer que le résultat est nul si ¢ est un cobord : ¢ = by avec
Y € C;‘_l. Comme le cup-produit d’'un cobord donne un cobord, on peut
encore supposer que k£ = 1. Le calcul montrant que ¢ est un cocycle cyclique
montre que @ = (blqﬁa—%blz. Ceci nous permet de nous ramener au cas ol
P(l,a',...,a"2) =0 Val € A. On vérifie alors que byy(u™',u,... ,u) = 0.
O

Remarques. 1. L’ggalité b) définit un accouplement naturel entre K;(.A)
et H°44( 4), la cohomologie cyclique périodique impaire de A.

2. Les constantes A, sont déterminges, a un facteur multiplicatif prés,
par les égalités b) et c). Le facteur /2ir vient de ce qu’on veut avoir la
relation :

(u N, o) = (u, 0)(v,¢),
ou A K1(A) x K1(B) — Ky(A ® B) est un produit défini dans le con-
texte des pré-Calgebres (i.e. des algébres de Banach involutives qui sont
isomorphes a une sous-algébre d’une C=algébre qui est involutive et stable
par calcul fonctionnel holomorphe).

2 Algebres localement convexes.

Supposons que .4 soit munie d’une toplogie localement convexe, pour laquelle
le produit A x A — A est continu. En d’autres termes, pour toute semi-
norme continue p sur A, il existe une semi-norme continue p~sur A telle
que :

plab) < pa)p'h)  V(a,b) € A*.



On remplace alors le dual algébrique .A™Hte A par le dual topologique, et
I’espace C™(A, AD des formes (n + 1)-lingaires sur A par I’espace C™ des
formes (n + 1)-lingaires continues : ¢ € C™ si, et seulement si, il existe une
semi-norme continue p sur A pour laquelle on a :

lp(a®, ... ,a™)| < p(a®)...p(a") Ya! € A.

Comme le produit est continu on a by € C"t!1 Vo € C™. Comme les
formules pour le cup-produit des cochaines ne font intervenir que le produit
de A,elles font toujours sens pour les formes multilinéaires continues, et tous
les résultats précédents sont vrais sans changement dans le cas continu.

Maintenant parlons des résolutions projectives. Comme nous le verrons
dans la section suivante, ce sont des outils particuliérement utiles pour cal-
culer la cohomologie de Hochschild. Tout d’abord on peut supposer que A
est compléte car C™ n’est pas changé quand on remplace A par son complétg,
gui est encore une algébre topologique localement convexe.

Soit B une algébre topologique localement convexe compléte. Par module
topologique sur B, on entend un espace vectoriel topologique localement
convexe M, qui soit un B-module, et tel que I'application (b, &) — b€ soit
continue de B x M dans M. On dit que M est topologiquement projectif
s’il est un facteur direct d’un module topologique de la forme M"= B, E,
o0 E est un espace vectoriel topologique localement convexe complet et ®
est le produit tensoriel topologique projectif. En particulier, M est complet
en tant que sous espace fermé de I'espace vectoriel topologique localement
convexe complet MY

Si M; et M5 sont deux B-modules topologiques, complets en tant que
espaces vectoriels localement convexes, et p : M; — M, est une applica-
tion B-lingaire continue munie d’une section transversale C-linéaire continue
s My — My, on peut compléter le triangle d’applications B-linéaires con-
tinues : i

MEMIT M,
pour toute application B-linéaire continue f: M — Ms.

Définition 2 Soit M un B-module topologique. Par une résolution projec-
tive (topologique) de M, on entend une suite exacte de B-modules projectifs
et d’applications B-linéaire continues :

b b
M My My & Mg e— -+,

qui admet une homotopie C-linéaire continue s; : Mi — M, telle que :
bi+1si + s;-1b; = id pour tout <.

L algébre A, munie de la structure de module sur B = A®.4° (produit
tensoriel de A par son algébre opposée .A%) donnée par :

(a ®b°)c = ach, Y(a,b,c) € A3,



admet la résolution projective canonique (M., b,) suivante :
e M, = B&®,E, (en tant que B-module), avec E, = Aij:‘,
e ¢: My— A est donnée par :

cla@b)=ab  V(a,b) e A%;

e b, : M, — M,_1 est donnée par :

bhh(l®a1 ®...0a,) = (1R Ras®...RQay
] |
+ YA )®a®...0a6j41 @ ay
7j=1

+ (D"(1®a) @ (@ ®... 8 a-1),
ol a',...,a" appartiennent a A.
La section suivante est continue :
(@)@ (M ®...0a) =1 0@®a ®...Q a).

Soit le complexe :

HomB(Mo,AS\‘ﬂ Homg (M1, AY'— -,

ou on symbolise par Homg les applications B-linéaires continues. Sa co-
homologie coincide avec la cohomologie de Hochschild continue de A. On
obtient un coisomorphisme entre ces cohomologies, grace au B-morphisme
qui & tout ¢ € C* associe T}, € Homg (M, A% donné par :

T¢((a®b)®a1®. ..@a") (@) = p(ba’a,al, ..., d") Y(a,b,a', ... a") e A3,

Comparant cette résolution avec une résolution topologique projective quel-
conque du module A sur B, on obtient :

Lemme 1 Pour toute résolution projective topologique (M, b,) du mod-

ule A sur B = A®.A°, la cohomologie de Hochschild continue H"(A, AY
corncide avec la cohomologie du complexe :

HomB(Mo,A'§‘£> Homg (M1, AD'— - -



3 Exemple 1: 4 =C>V), V variété compacte.

On munit cette algébre A = C*°(V) de sa topologie naturelle d’espace de
Fréchet, donnée par les semi-normes p, (f) = sup,<, 9..f (via des cartes lo-
cales), et on considére uniguement les formes multilinéaires continues. Pour
tout entier &, on identifie le produit tensoriel topologique :

CP)B - BC= V) = c= ()

a Ialgébre localement convexe C*° (V).
En particulier I'algébre B = A®.A° s’identifie & I'algébre C*°(V x V) et
le B-module A correspond au B-module donné par I'inclusion diagonale :

AV >V XV, Alp) =(p,p) VpeV

Proposition 2 Soit V' une variété compacte, A I’algébre localement con-
vexe C*°(V) et Dy I'espace des courants de Rham sur V' de dimension k.
Alors :

a) Le groupe de cohomologie de Hochschild continue H*(A, AYest canon-
iqguement isomorphe a I’espace des courants de Rham de dimension k sur V' :
a p € ZF(A, AH'est associé le courant C,, € Dy, donné par la formule :

1 L1 A
(Co fUf A ATy = o e)(f0 f70, ) YT e O,
s
b) Sous cet isomorphisme I'opérateur IoB : H*(A, AN — HF1(A, AY
correspond a & fois le bord de Rham pour les courants b : Dy, — Dy—1.

Démonstration. a) Veérifions que la formule ci-dessus définit bien un
élément de D;,. Tout d’abord, on montre qu’on définit un opérateur d’assymétrisation
totale en les k derniéres variables A; : C*(A, AY — C*F(A, AY qui &

¢ € C*(A, AY associe le cocycle :

1 L1
Avp = o)y’
s
ou pour o € S, le cocycle ¢ est donné par :
0" =o(f0, W, W)y Ve A

On vérifie que le noyau de A;, contient les cobords de Hochschild.
Ensuite, si p € C*(A, AY'est tel que ¢ = e(0)p Vo € Sy, alors il existe
un courant C, de dimension k sur V' tel que :

(Co, fOdfY N AdfR)y = (0, fL . fF) YT e Co(W).
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En e et, o satisfaisant a la condition :

CIOAN AV OO Ly
=o(fOf P Y (O Y T,

pour fO,..., f*1 dans C°(V), I'assymétrie de ¢ fait que si on le regarde
comme une distribution sur V*+1, son support est inclus dans la diagonale :

Ny ={(z,z,...,2); xeV}C kL,

Il en résulte que le probléme de I'existence de C,, est local, et qu’il se résout
par I'utilisation de coordonnges locales (ou en étant vérifié pour une variété
particuliére pour laquelle c’est facile, par exemple V = T").

Ainsi, a tout ¢ € Z%(A, A% on associe un courant C, = Cy,, donné
par la formule :

1 L1 ,
(Co fUf' A ATy = o el@)p(f0 F70, o 7)Y e O,
s

Comme le noyau de A contient les cobords de Hochschild, C, ne dépend
que de la classe de ¢ dans H*(A, AY! On définit ainsi un morphisme « :
HF(A, AY— Dy

Il s’agit de montrer que o est un isomorphisme. Dg&ja « est surjectif car
il admet I'inverse a gauche 8 : D, — H*(A, AY! ol pour C € Dy, la classe
B(C) est celle du cocyle ¢ donné par la formule :

oo = (C, fOdf* A AdFFY VST e A

Pour montrer Iinjectivité, on peut remplacer V par V x S! car si A
est I'algébre localement convexe C*=(V x S'), I’'homomorphisme p : A —
A donné par I'8valuation en un point p € S! induit une injection p™:
H*(A, AN — H*(Ax, AD! Ceci permet de supposer que la caractéristique
d’Euler de V est nulle.

Supposons ainsi que x(V) = 0. Pour tout k£ € N, soit £}, = pro :,_"—_ITC':V
I’image réciproque de la k-iéme puissance extérieure du fibré cotangent com-
plexifié par la seconde projection pro : V x V. — V. Par construction
EFE= pry™T V. Comme la caractéristique d’Euler de V' est nulle, il existe
un champ de vecteur réel sur V' qui s’annulle nulle part, au moyen duquel
on fabrique une section X (a,b) de E{telle que :

e pour (a,b) assez proche de la diagonale, on a X (a,b) = epr_l(a), ou
exp, : 1,V — V est I'application exponentielle associée & une métrique
riemmanienne donnée sur V' ;

e X(a,b) # 0 pour a # b.



Ceci nous permet de construire une résolution projective explicite du module
Asur B=ARA" =C®(V xV):

A* Lx LX
A Mg E MPE M e e M0,

ou ME est le B-module C*°(V x V, E}) et vx est la contraction par X.
De plus, on a un isomorphisme naturel :

CP(V x V, Bp)@cee (vsv) CP(V) = C%(V, A EY,).

Comme par construction A, c’est Lk—_ITCEV on obtient un isomorphisme
entre Homg(ME, A% et Dy, Plus explicitement, 3 T € HomB(éﬁAq'
correspond le courant Cp dont I'accouplement avec w € C*°(V, D)
est donné par :

(Cr,w) = T(WH(Q),

ol we M est tel que A= w. D’autre part, la restriction de X a
la diagonale &tant nulle, I'opérateur de cobord (- HomB(M,E_l,A'? —
Homg (M}, AD'est nul. Du lemme 1 il résulte alors I’existence d’un isomor-
phisme & : H*(A, AY — Dy.

Pour expliciter cet isomorphisme, il nous su t d’exhiber un morphisme
de complexes F' de la résolution projective standard (M, b,) vers la résolution
projective (ME, tx) au dessus de I'identité de A. Ici M, = C(V xV x VP)
et F' est donné par :

(Fw)(a,b,z', ... xP) = (X (a', D) A ... A X (2P, ]),w(a, D)),

ou w appartient a ME = C®(V x V,E,) et a,b,z!,... 2P sont dans V.
Comme F' vérifie la relation b,F' = Fix pour tout p, on a un isomor-
phisme Fde Homg(M}, A% vers H*, le k-igme espace de cohomologie
du complexe (Homg(M,,, AY! bﬁ! L’isomorphisme & est alors donné par les
compositions :

HR A, AL ge 2 Homg (ME A2 Dy

ol pour ¢ € Z*(A, AH'le morphisme T, est donné par :
T ((fR9)Rf ' ©.. @) f) = eaff, 1 1YY (0, 1%, ) € A2
On vérifie alors que & = k!« ; ce qui montre I'injectivité de a.

b) Soit C' € Dy, et soit ¢ le cocycle de Hochschild correspondant :

eo(fO 1 By = (C 2 df A ndfRy, YT e O (V).



Ona:

BOSO(foa"'vfk—l) = (p(]'?fov"'vfk_l)?
= (C,df'N...NdfFTY,
b0, fOdft A oA dFFTY.

Comme ¢ est par construction assymétrique, on en déduit que :

Byc = ABoypc = kBopc = ke

Théoréme 1 Soit A I’algébre localement convexe C*° (V). Alors :

1) Pour tout entier k, la cohomologie cyclique continue HC*(A) est
canoniquement isomorphe a la somme directe :

kerbo(C D) @& Hp—(V,C) & Hip—4(V,C) & ...,

ou HJ/,C) est I’homologie de Rham de V et b est le bord de Rham.

2) H'(A) est canoniquement isomorphe & I’lhomologie de Rham (avec la
filtration par la dimension).

Démonstration. !) Décrivons explicitement I'isomorphisme. Soit ¢ €
HC*(A). Le courant C = C1,, associé a I (i) est donngé par :

L1

<C,f0df1A...Adf’f>=% e(@)o(f°, 7V o By v e e (V).
L s

Il est fermé car BI(p) = 0, de sorte que la cochaine :
BUCf o Y =AC O A A dY) Y e O,

appartient a Z’j. La classe de ¢ — @ est par construction dans le noyau de 1.
Comme im S = ker I, il existe » € HC*2(A) tel que ¢ — & = Sv, et ¢ est
unique modulo im B. Ainsi la classe d’homologie de C7, est univoquement
déterminée. C’est aussi le cas la classe de ¢ — zZ dans HC*2(A). Repétant
ce processus, on obtient la suite des classes d’homologies w; € Hk_&q:).
Par construction ¢ est dans la méme classe dans HC*(A) que pc+ 57 Py
ou pour tout courant fermé w; dans la classe, le cocycle ¢, est tel que :

G, (0, 5 = (wy, fOdfY AL ondfY) Yl e A

Ceci montre que I'application qu’on vient de construire est une injection de
HC*(A) dans ker b(C Dy) @ Hy—o(V,C) @ Hy—4(V,CO) & .. ..
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La surjectivité est immédiate.

2) La construction de I'isomorphisme montre que S : HC*(A) — HC*+2(A)
correspond a I'application qui & C' € kerb associe sa classe d’homologie.
L’inclusion en résulte. D’autre part, ici, la suite spetrale associée a la suite
(I, B,S) de Connes est dégénérée ; ce qui fait que son terme E, est déja
I’homologie de Rham. O

4 Exemple 2 : Tore non commutatif A = Ay, 0 € R/Z.

Soit A = ™. Notons S(Z?) I'espace des suites (an,m) (5,m) rza & décroissances
rapides (i.e. (|n|+ |m|)|an,mn| est borné pour tout ¢ € N). —

Soit Ay I'algebre dont I’élement générique est une somme formelle,  a,, ,, UT'U3",
ol (anm) € S(Z*) et dont le produit est déterminé par I'égalitée UxU; =
AULU,.

Déterminons explicitement H(4y). La premiére étape est de calculer
la cohomologie de Hochschild H (A, A})! o A est muni d’une structure
d’algebre topologique localement convexe via les semi-normes p,(a) = sup(1+
] + 1)) .

Selon la valeur 6, il faut distinguer trois cas :

e 0 € QQ; cette algebre est alors Morita-équivalente a I'algébre commu-
tative des fonctions lisses sur le tore T2. Dans ce cas, le calcul de
H4,) résulte de la section précédente.

e 0 ¢ QQ et 0 satisfait une condition diophantienne du type :

11— A"|"'=0(*)  pour un certain k ;
e 0 & Q et # ne satisfait pas une condition diophantienne.

Proposition 3 Soit § ¢ Q. Alors :

a)Ona:
H(Ag, A= C.
b) Si # satisfait une condition diophantienne, on a :

2 sij=1,

dim H7 (Ao, A)'= ] G =2

¢) Si 6 ne satisfait pas une condition diophantienne, alors H! et H? sont
des espaces de dimensions infinies non séparés.
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Proposition 4 Si 6 ¢ Q, alors HC°(Ay) = C, et Iapplication :
I:HCY(Ag) — H'(Ag, Ap).
est un isomorphisme.

Sur Ay on a 3 opérateurs remarquables :

e La trace canonique sur Ay, qu’on note 7, et qui est donnée par :

L 1
T( allUV) = aO,Ua

ol on a posé U” = U Uy pour v = (ng,ng).

e Les dérivations basiques de Ay, notées §; et J9, qui sont définies par
les relations :
(5j(UV)=2i7TTLjUV (j =1,2)

Ces opérateurs permettent de construire des bases explicites de H¢V(Ay) et
de Hod(Ay).

Proposition 5 Soit 6 un réel quelconque ; alors :

a)On a :
HY(Ag) ~C* et HM(Ap) ~C2
b) Une base de
H*Y(Ag) = H'(Ap, Ap))/ im(I o B),

est fournie par les cocycles cycliques o1 et o sur Ay donnés pour j = 1,2
par :
0@, 2"y = 7(2°0;(2h)) vzt e A,.

c) On a H(Ag) = H?(Ay) ; c’est un espace vectoriel dont une base est
formée de St et du cocycle cyclique ¢ sur Ay, donné par :

p(a, 2!, 2?) = 2im) T (@ (61(2")0a(2?) — 62(2)81(2%))) Vil € Ay

Passons maintenant a I’accouplement entre H<V(Ay) et Ky(Ay). Soit
(p,q) € Z?* un couple d’entiers premiers entre eux avec ¢ > 0 et p pouvant
€tre nul. On construit alors un module projectif de type fini £ = &, , sur
Ap.

Soit S(R) I’espace de Schwartz des fonctions & décroissance rapide de la
droite réelle et V; et V5 les deux opérateurs de S(R) définis par :

(Mi8)(s) =&(s—e) et (126)(s) = e(s)E(s),
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ou ¢ € S(R), SGR,ezg—eete(s)Zezi“VSGR.
Considérons ensuite un espace de Hilbert de dimension fini K, et deux
opérateurs unitaires w; et wo sur K, tels que :

wowy = E(p/q)wlwg et wg = wg =1.

Dans le produit tensoriel £ = S(R) ® K on a :
(Vo ® wa)(Vi @ wi) = M(Vi @ w1)(Va @ wa).

On munit alors £ = S(R) ® K d’une structure de Ay-module en posant pour
j=212:
U= (;0u)  VEeSR) @K,

On montre que £ est bien un Ap-module projectif de type fini. En fait :
Proposition 6 Soit £ un module projectif de type fini sur A4y. Alors :
e soit £ est libre et £ = A} pour un certain p >0 ;

e soit £ est isomorphe & module de la forme S(R) ® K pour la structure
de module ci-dessus.

En tant gu’espace vectoriel H¢V(Ay) est de dimension égale & 2. Une
base est donnée par St et le cocycle ¢ donné par :

p(a, 2!, 2?) = 2im) T (@061 (21)2(e?) — b2(2")01(2?)))  Val € Ay

L’accouplement de K, avec St est le méme qu’avec 7 et est donné par
la dimension de Murray-Von Neumann :

(Epg,T) =p—Hbq.

Pour déterminer I'accouplement de K, avec ¢, on considére le cycle Q
de dimension 2 et de caractére ¢ :

e En tant qu’algébre graduée le produit tensoriel gradué de I’algébre
Ay par 'algébre extérieure 2 de I'espace vectoriel C? = Ce; @ Ces.

e Sa di érentielle d est déterminée par I'égalité :
=
da®a) = 61(a) ® (e1 Aa) +d2(a) ® (e2 A ) V(a, o) € Agx  C2
- I
e La trace graduée : Q? — C verifie :

1
a® (e1 Aes) — (2in) 17 (a) Va € Ay.
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Une connexion sur un module projectif de type fini £ sur Ay est alors
donnée par un couple (V1, V) de dérivées covariantes, satisfaisant a :

Vjia) = (Vi&)a+&di(a)  V(E a) € & x Ay.
La courbure © s’identifie alors a :
(V1iVa = VaV1) ® (e1 A e2).

Sur &, , = S(R) ® K on définit dans ces conditions une connexion V par
les formules :

(Vi) =2 6() et (Va0)(s) = o (s),

ol ¢ € S(R) ® K et s € R. La courbure de cette connexion est constante,
égale a —QZT’T ® (e1 A e2). La valeur de I'accouplement est alors :

1 —2irm

(Epgrp) = 20

. 1
(ide, )= ——@—09) =q
On ainsi prouveé le résultat suivant :

Proposition 7 Soit ¢ € HC?(Ay) le cocycle cyclique défini précédemment.
Alors :

(Ko(Ag), ) C Z.
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