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Dans tout cet exposé on désigne par M une variété compacte rieman-
nienne, et par E un fibré vectoriel sur M .

1. Opérateurs de Dirac et modules de Clifford.

Définition 1 On appelle opérateur différentiel sur E d’ordre k un élément
du sous espace vectoriel de End(Γ(M, E)) :

Dk = Γ(M, End(E))Vect{∇X1
· · ·∇Xj

; j ≤ k et Xi ∈ Γ(M, TM)},

où Γ(M, End(E)) agit par multiplication sur Γ(M, E) et ∇ est une connexion
sur E.

Soit π la submersion canonique de T ∗M sur M . On note π∗ End(E) le
fibré vectoriel sur T ∗M , image réciproque du fibré End(E) par π.

Définition 2 Soit P ∈ Dk. On appelle symbole principal de P la section
σk(P ) ∈ Γ(T ∗M, π∗ End(E)) définie par :

σk(P )(x, ξ) = lim
t→∞

t−ke−itf(x)P (eitf )(x),

où x ∈ M , ξ ∈ T ∗
xM et f est une fonction lisse sur M telle que dxf = ξ.

La définition a bien un sens car si P ∈ Dk, alors pour tout x ∈ M et tout
f ∈ C∞(M), la fonction :

t 7−→ e−itf(x)P (eitf )(x),

est un polynôme de la variable réelle t, à valeurs dans End(Ex), de degré
≤ k, et dont le coefficient dominant ne dépend que de dxf .

On a les propriètés suivantes du symbole principal :

Proposition 1 Soit P ∈ Dk et Q ∈ Dl. Alors on a :

σk+l(PQ) = σk(P )σl(Q),
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σk(P )(df) =
1

ikk!
(adf )k(P ) ∀f ∈ C∞(M),

où pour tout f ∈ C∞(M) on convient d’encore noter f l’opérateur de mul-
tiplication par f sur Γ(M, E), et où on désigne par ad la représentation ad-
jointe de End(Γ(M, E)) (i.e. adT = [ . , T ] ∀T ).

Exemple. Sur E =
∧

T ∗M la différentielle extérieure d est un opérateur
différentiel d’ordre 1 et son symbole principal est donné par :

σ1(d)(ω) = iε(ω) ∀ω ∈ T ∗M,

où ε(ω) désigne l’opérateur de multiplication extérieure à gauche par la
1-forme ω.

Supposons maintenant que E soit muni d’une métrique hermitienne. On
définit alors un produit scalaire sur Γ(M, E) en posant :

〈s1|s2〉 =

∫

M

〈s1(x)|s2(x)〉x|dx| ∀(s1, s2) ∈ Γ(M, E)2,

où |dx| est la densité riemannienne de M.

Proposition 2 Si P ∈ Dk, son adjoint P ∗ pour ce produit scalaire est un
opérateur différentiel d’ordre k dont le symbole principal vérifie :

σk(P
∗)(ω) = σk(P )(ω)∗ ∀ω ∈ T ∗M.

Exemple. Rappellons qu’on munit
∧

T ∗M d’une métrique hermitienne de
la façon suivante : si e1, . . . , en est une base orthonormée de T ∗

xM on munit
∧

T ∗
xM du produit scalaire tel que les ei1∧. . .∧eip (i1 < . . . < ip) forment une

base orthonormée. On obtient alors un produit scalaire sur Γ(M,
∧

T ∗M)
L’adjoint de d a pour symbole principal :

σ1(d
∗)(ω) = −i.ι(ω) ∀ω ∈ T ∗M,

où ι(ω) est l’opérateur de contraction par la 1-forme ω.

Définition 3 On dit que P ∈ D2 est un laplacien généralisé, si et seule-
ment si, on a :

σ2(P )(x, ξ) = |ξ|2 idEx
∀x ∈ M, ∀ξ ∈ T ∗

xM.

Remarque. Si P ∈ D2 alors c’est un laplacien généralisé si, et seulement
si, il s’écrit en coordonnées locales :

P =
∑

i,j

gij(x)∂i∂j + op. diff. d’ordre 1.
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On suppose désormais que E est un super-fibré : E = E+ ⊕ E−.

Définition 4 On dit que l’opérateur différentiel D d’ordre 1 impair :

D =

(

0 D+

D− 0

)

,

avec D± : Γ(M, E∓) → Γ(M, E±), est un opérateur de Dirac si, et seulement
si, l’opérateur différentiel d’ordre 2 :

D2 =

(

D−D+ 0
0 D+D−

)

,

est un laplacien généralisé.

Exemple. Sur
∧

T ∗M =
∧ev

T ∗M⊕
∧odd

T ∗M , l’opérateur de Rham d+d∗

est un Dirac. Son carré (d + d∗)2 = dd∗ + d∗d est appellé l’opérateur de
Laplace-Beltrami.

On rappelle que le fibré en algèbre de Clifford de M est le fibré vectoriel
Cl(M) sur M dont la fibre en x ∈ M est l’algèbre de Clifford Cl(T ∗

x ).

Définition 5 On dit que E est un module de Clifford s’il existe une action
Z2-graduée de Cl(M) sur Γ(M, E), laquelle est notée :

c : Γ(M, Cl(M)) −→ End(Γ(M, E)).

La proposition suivante établit qu’il y a une correspondance b̈ıunivoque
entre actions de Clifford et symboles principaux d’opérateurs de Dirac.

Proposition 3 Supposons que E soit un module de Clifford, alors tout
opérateur différentiel D d’ordre 1, impair, tel que :

[D, f ] = c(df) ∀f ∈ C∞(M),

est un opérateur de Dirac sur E.
Réciproquement, si D un opérateur de Dirac sur E, alors il existe une

action de Clifford c sur E telle que :

c(df) = [D, f ] ∀f ∈ C∞(M).

Démonstration. Supposons que E soit un module de Clifford et soit D un
opérateur différentiel d’ordre 1, impair, tel que :

[D, f ] = c(df) ∀f ∈ C∞(M).

Soit x ∈ M et ξ ∈ T ∗
xM . Si f ∈ C∞(M) est telle que dxf = ξ, alors on a :

σ2(D
2)(x, ξ) = (σ1(D)(x, ξ))2 = (σ1(D)(df)(x))2 et
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σ1(D)(df) = −i.[D, f ] = −i.c(df).

On en déduit que σ2(D)(x, ξ) = −(c(df)(x))2 = −|ξ|2. Il en résulte que D2

est un laplacien généralisé et que D est un opérateur de Dirac.
Réciproquement, soit D un opérateur de Dirac sur E . Pour tout f ∈

C∞(M) on pose :
c(df) = [D, f ].

La définiton a bien un sens, car D étant un opérateur différentiel d’ordre 1,
si f ∈ C∞(M), alors pour tout x ∈ M l’endomorphisme de Ex :

[D, f ](x) = i.σ1(D)(df)(x) = i.σ1(D)(x, dxf),

ne dépend que de dxf . Cette remarque permet de plus de prolonger c à T ∗M

tout entier en posant pour tout x ∈ M et tout ξ ∈ T ∗
xM :

c(x, ξ) = c(df)(x) = [D, f ](x) = i.σ1(D)(x, ξ),

où f est une fonction lisse sur M telle que dxf = ξ. On voit qu’en outre,
pour x ∈ M fixé, l’application ξ 7→ c(x, ξ) est une application linéaire de
T ∗

xM dans End(Ex) vérifiant :

c(x, ξ))2 = −σ1(D)(x, ξ)2 = −σ2(D)(x, ξ) = −|ξ|2, ∀ξ ∈ T ∗
xM.

Elle se prolonge par conséquent en un morphisme d’algèbres de Cl(T ∗
xM)

dans End(Ex). On obtient ainsi une action de Clifford sur E . �

Exemple. Le fibré
∧

T ∗M est un module de Clifford pour l’action :

c(α) = ε(α) − ι(α) ∀α ∈ T ∗M.

Cette action provient de l’opérateur de Rham car pour tout f ∈ C∞(M) on
a :

[d + d∗, f ] = i(σ1(d)(df) − σ1(d
∗)(df)) = ε(df) − ι(df).

2. Formule de Mac Kean-Singer.

Soit D un opérateur de Dirac sur E . On suppose que le super-fibré E =
E+ ⊕ E− est muni d’une métrique hermitienne, pour laquelle E+ et E− sont
orthogonaux, et telle que l’opérateur D soit auto-adjoint pour le produit
scalaire induit par cette métrique.

L’opérateur D2 est alors ellitique et auto-adjoint. Il existe par consèquent
une base orthonormée (e±m)m≥0 de L2(M, E±) formée de fonctions propres

de D2 :

D2e±m = λ±
me±m ∀m ∈ N.
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L’opérateur de Green associé à D2, qui est nul sur kerD2, et qui est l’inverse
de D2 sur imD2 est alors donné par :

G =
∑

λ±
m>0

1

λ±
m

|e±m〉〈e±m|

Le comportement des valeurs propres en l’infini est donné par l’asymp-
totique de Weyl :

λ±
m ∼ α.m

2

dim M lorsque m → ∞.

Au moyen des fonctions propres on caractérise les éléments de Γ(M, E)
parmi ceux de L2(M, E±) :

(s± =
∑

s±me±m section C∞ ) ⇔ ( (s±m)m≥0 est à décroissance rapide).

En particulier kerD2 est de dimension finie. Comme D est auto-adjoint
et que ker D = ker D∗D = ker D2, le super-espace ker D = kerD+ ⊕ kerD−

est aussi de dimension finie. Ceci nous amène la définition de l’indice de D.

Définition 6 On appelle indice de D l’entier défini par :

indD = dim kerD+ − dim kerD− = dim kerD+ − dim cokerD+.

Exemple. Soit d + d∗ l’operateur de Rham sur
∧

T ∗M et ∆ l’opérateur de
Laplace-Beltrami. Le théorème de Hodge-Rham affirme que la cohomologie
de Rham H∗(M) est isomorphe a l’espace (gradué) des formes différentielles
harmoniques sur M, c.a.d. à l’espace vectoriel ker∆ = ker d+d∗. En particu-
lier les espaces de cohomologies Hk(M) sont de dimensions finies et ind d+d∗

est égal à la caractéristique d’Euler de M :

χ(M) =
∑

k

(−1)k dim Hk(M).

Définition 7 On appelle semi-groupe engendré par D2, l’application de
R+ vers les opérateurs bornés de L2(M, E) :

t 7−→ e−tD2

,

où :
e−tD2

=
∑

m,±

e−tλ±
m |e±m〉〈e±m| ∀t ∈ R+.

Définition 8 On appelle noyau de la chaleur de D2, le noyau Kt(x, y) ∈
Hom(Ey, Ex) de e−tD2

donné par :

Kt(x, y) =
∑

m,±

e−tλ±
me±m(x) ⊗ e±m(y)∗ ∀(x, y) ∈ M2,
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de telle sorte que :

(e−tD2

s)(x) =

∫

M

Kt(x, y).s(y)|dy| ∀s ∈ L2(M, E).

La formule de Mac Kean-Singer relie l’indice de D à une intégrale de
Kt(x, x) ; elle est à la base de la démonstration du théorème de l’indice par
l’équation de la chaleur.

Théorème 1 (Mac Kean-Singer) . Pour tout t > 0, on a :

indD = Str(e−tD2

) =

∫

M

Str(Kt(x, x))|dx|.

Démonstration. L’opérateur e−tD2

est un opérateur pair du super-espace
L2(M, E) = L2(M, E+) ⊕ L2(M, E−) :

e−tD2

=

(

e−tD−D+

0

0 e−tD+D−

)

,

où e−tD∓D±
est l’opérateur de L2(M, E±) de noyau L2 donné par :

K±
t (x, y) =

∑

m

e−tλ±
me±m(x) ⊗ e±m(y)∗ ∈ Hom(E±

y , E±
x ) ∀(x, y) ∈ M2.

Il en résulte que :

Str(e−tD2

) = Tr(e−tD−D+

) − Tr(e−tD+D−

),

=

∫

M

Tr(K+
t (x, x))|dx| −

∫

M

Tr(K−
t (x, x))|dx|,

=

∫

M

Str(Kt(x, x))|dx|.

D’autre part, on a :

Str(e−tD2

) =
∑

λ≥0

(n+
λ − n−

λ ) e−tλ ∀t > 0,

où pour tout λ ≥ 0 on a posé :

n±
λ = dimH±

λ avec H±
λ = ker(D2 − λ) ∩ L2(M, E±).

Or pour tout λ > 0 l’opérateur D induit un isomorphisme de H+
λ sur H−

λ ,

donc n+
λ = n−

λ . Il en résulte que Str(e−tD2

) = n+
0 − n−

0 = indD.

Corollaire 1 Si (Dv)v∈R est une famille lisse à un paramètre d’ opérateurs
de Dirac auto-adjoints, alors indDv ne dépend pas de v.
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Démonstration. Par Mac Kean-Singer indDv = Str(e−tD2
v). Mais la for-

mule de Duhamel montre que :

d

dv
Str(e−tD2

v) = −t Str(
∂D2

v

∂v
e−tD2

v) = −t Str([Dv,
∂D2

v

∂v
e−tD2

v ]′) = 0;

où [ . , . ]′ est le super-commutateur sur les opérateurs de L2(M, E). �

Remarque. On montre que e−tD2

est un opérateur régularisant, c.a.d. qu’il
s’étend en un opérateur continu de D′(M) dans C∞(M). Il en résulte que
Kt est un noyau C∞. De plus comme Kt(x, y) vérifie une équation de la
chaleur, c’est en fait une fonction lisse des 3 variables x, y et t.

3. Connexions de Clifford.

On suppose que E est un module de Clifford.

Définition 9 Soit ∇ une connexion sur E. On dit que ∇ est une connexion
de Clifford si pour tout a ∈ Γ(M, Cl(M)) et tout X ∈ Γ(M, TM) on a :

[∇X , c(a)] = c(∇LC
X a),

où ∇LC
X est la connexion de Levi-Civita étendue au fibré Cl(M).

Si ∇ est une connexion de Clifford on lui associe un opérateur de Dirac
D∇ au moyen des compositions :

Γ(M, E)
∇
−→ Γ(M, T ∗M ⊗ E)

c
−→ Γ(M, E),

où T ∗M agit sur E via c : a ⊗ s → c(a)s. Comme en coordonnées locales on
a :

∇ =
∑

dxi ⊗∇∂i
,

on voit que :

D∇ =
∑

c(dxi)∇∂i

Par conséquent pour tout f ∈ C∞(M) on a :

[D, f ] =
∑

c(dxi[∇∂i
, f ] =

∑

c(dxi)∂if = c(df).

ce qui grâce à proposition 3 montre que D∇ est bien un opérateur de Dirac.
Exemples. 1. La connexion de Levi-Civita sur

∧

T ∗M est de Clifford et
l’opérateur de Dirac associé est l’opérateur de Rham d + d∗.

2. Supposons que M soit une variété spinorielle (dimM = 2p) : cela
signifie qu’il existe un fibré Spin(n) principal SpinM tel que :

SO(M) ≃ SpinM ×Spin(n) SOn .
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On a alors :

Cl(M) = SpinM ×Spin(n) Cl(Rn).

Le fibré spineurs sur M :

S = SpinM ×Spin(n) S,

est alors un module de Clifford et la connexion de levi-Civita sur S est de
Clifford. L’opérateur de Dirac qui lui associé est souvent appellé l’opérateur
de Dirac sur M .

Remarques. 1. Si M est spinorielle, tout module de Clifford E sur M est de
la forme twistée : E est isomorphe en tant que Cl(M)-module à un fibré de
la forme W⊗S, où W est un fibré auxiliaire (on prend W = EndCl(M)(S, E),
l’isomorphisme étant donné par l’application w ⊗ s 7→ w(s)).

2. Supposons que E soit muni d’un métrique hermitienne et soit ∇ une
connexion de Clifford sur E . On montre que ∇ est unitaire, au sens qu’on a
l’égalité entre 1-formes :

d〈s1|s2〉 = 〈∇s1|s2〉 + 〈s1|∇s2〉 ∀(s1, s2) ∈ Γ(M, E)2,

si et seulement si, l’opérateur de Dirac associé à ∇ est auto-adjoint.
3. On définit de même les super-connexions de Clifford. Si A est une

super-connexion de Clifford, on lui associe un opérateur de dirac DA grâce
aux compositions :

Γ(M, E)
A

−→ Γ(M,
∧

T ∗M ⊗ E)
c⊗1
−→ Γ(M, Cl(M) ⊗ E)

c
−→ Γ(M, E),

où c est l’application de quantification de
∧

T ∗M sur Cl(M) définie par:

c(α1 ∧ . . . ∧ αp) = α1 . . . αp ∀(α1, . . . , αp) ∈ (T ∗M)p.

On établit que cela définit une correspondance b̈ıunivoque entre opéra-
teurs de Dirac et super-connexions de Clifford. Ainsi, tous les opérateurs de
Dirac sur E ne viennent pas forcèment d’une connexion de Clifford. Néan-
moins ceux pour qui c’est le cas sont seulement ceux pour lesquels on possède
des ”théorèmes géométriques”.
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