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Òåîðåìà Ïîíòðÿãèíà è àíàëèç
ñïåêòðàëüíîé óñòîé÷èâîñòè ñîëèòîíîâ.

Ò.ß. Àçèçîâ ∗, Ì.Â. ×óãóíîâà †

1 Ââåäåíèå
Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíîâó ñèñòåìó çàäàííóþ óðàâíåíèåì:

du

dt
= JE ′(u(t)), u(t) ∈ X (1)

ãäå E : X → R, E ∈ C2 � ôóíêöèîíàë, îïðåäåëåííûé íà íåêîòî-
ðîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X è J : X → X , J = −J∗ = −J−1.
Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà óðàâíåíèÿ (1) � ýòî òàêàÿ òî÷êà ϕ ∈ X , â êîòîðîé
E ′(ϕ) = 0. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ϕ ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçîâàííûì (ýêñïîíåí-
öèàëüíî óáûâàþùèì íà áåñêîíå÷íîñòè) ðåøåíèåì, îíî íàçûâàåòñÿ ñîëè-
òîíîì.
Ñîëèòîííûå ðåøåíèÿ áûëè íàéäåíû äëÿ ìíîãèõ íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîí-
íûõ óðàâíåíèé, â êîòîðûõ äèñïåðñèîííîå ïîâåäåíèå çàäàíî äèôôåðåíöè-
àëüíûì îïåðàòîðîì, â òî âðåìÿ êàê íåëèíåéíûé ïîòåíöèàë îïèñûâàåòñÿ
ñ ïîìîùüþ áûñòðî óáûâàþùåé ôóíêöèè. Íàèáîëåå èçâåñòíûìè ïðèìåðà-
ìè íåëèíåéíûõ ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé ñ îäíî-ïóëüñíûìè ñîëèòîííû-
ìè ðåøåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà, íåëèíåé-
íîå âîëíîâîå óðàâíåíèå Êëåéíà-Ãîðäîíà, à òàêæå èåðàðõèÿ óðàâíåíèé
Êîðòåâüåãà-äå-Ôðèçà ñ ðàçëè÷íûìè åãî ìîäèôèêàöèÿìè [10, 4]. Íàïðè-
ìåð, óðàâíåíèå Êîðòåâüåãà-äå-Ôðèçà ïÿòîãî ïîðÿäêà îáëàäàåò íå òîëü-
êî îäíî-ïóëüñíûìè ñîëèòîííûìè ðåøåíèÿìè, íî òàêæå è N -ïóëüñíûìè
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[16, 17]. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè ëîêàëèçîâàííûõ N -ïóëüñíûõ ðåøå-
íèé, êàê ÷èñëåííî, òàê è àíàëèòè÷åñêè, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íîâûõ íà-
ïðàâëåíèé â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [19, 12].
Óñòîé÷èâîñòü êðèòè÷åñêîé òî÷êè óðàâíåíèÿ (1), èëè, äðóãèìè ñëîâàìè,
óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ϕ, ìîæíî èññëåäîâàòü, ëèíåàðèçóÿ ãàìèëüòîíîâó
ñèñòåìó â îêðåñòíîñòè ϕ :

dv

dt
= JE ′′(ϕ)v + O(||v||2) (2)

è àíàëèçèðóÿ ñïåêòð îïåðàòîðà JE ′′ [8, 9, 3]. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà îïåðà-
òîð JE ′′ äîïóñêàåò áëî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå âèäà

JE ′′ =
[

0 L−
−L+ 0

]
,

çàäà÷à íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà JE ′′ çàïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé

L+u = −λw, L−w = λu. (3)

Â ñòàòüå [7] Ì. Ãðèëëÿêèñ, èñõîäÿ èç ìîäåëüíûõ ïðèìåðîâ òàêèõ, êàê
íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà è óðàâíåíèå Êëåéíà�Ãîðäîíà, ñâî-
äèò çàäà÷ó óñòîé÷èâîñòè ñîëèòîíîâ ê èçó÷åíèþ ëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî
ïó÷êà âèäà R − zS. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, R è S � ñàìîñîïðÿæåí-
íûå îïåðàòîðû òàêèå, ÷òî èõ ÿäðà òðèâèàëüíû: ker R = ker S = {0},
R = H + W , S−1 = H + V , ãäå H � ñàìîñîïðÿæåííûé ðàâíîìåðíî ïîëî-
æèòåëüíûé îïåðàòîð, à îïåðàòîðû V è W ÿâëÿþòñÿ H-êîìïàêòíûìè, ò.å.
H−1V è H−1W � êîìïàêòíûå îïåðàòîðû. Îäíèì èç ãëàâíûõ ïðèçíàêîâ
íåóñòîé÷èâîñòè ñîëèòîíîâ ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå ó ðàññìàòðèâàåìîãî ïó÷êà
îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Â [11] ïîêàçàíî, ÷òî ïðè ðàçëè÷èè êîëè÷åñòâà îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðîâ R è S ëèíåéíûé ïó÷îê èìååò õîòÿ áû îäíî
îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
Â òî æå âðåìÿ â [6] äîêàçàí áîëåå òî÷íûé ðåçóëüòàò, à èìåííî, åñëè
|N(R)−N(S)| = n > 0, òî ó ëèíåéíîãî ïó÷êà åñòü íå ìåíüøå ÷åì n îòðè-
öàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñì. òàêæå íèæå òåîðåìó 10 è áîëåå îá-
ùèé ðåçóëüòàò â ñëåäñòâèè 11), ò.å. ñîîòâåòñòâóþùåå ñîëèòîííîå ðåøåíèå
áóäåò íåóñòîé÷èâûì. Çäåñü ÷åðåç N(R) è N(S) îáîçíà÷åíî êîëè÷åñòâî ñ
ó÷åòîì êðàòíîñòè îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà R è
S, ñîîòâåòñòâåííî.
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Òàêæå â [6] ïîêàçàíî, ÷òî äàííàÿ îöåíêà íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé, òàê
êàê â ñëó÷àå ðàâåíñòâà êîëè÷åñòâà îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ó îïåðàòî-
ðîâ R è S è âûïîëíåíèÿ äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ C(R)∩C(S) = ∅ (ãäå
C(R) = {p : (Rp, p) < 0}) è C(S) = {p : (Sp, p) < 0})) ó ëèíåéíîãî ïó÷êà
âñå æå áóäåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî îòðèöàòåëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
Ýòè ðåçóëüòàòû èñïîëüçîâàëèñü äëÿ èçó÷åíèÿ ñïåêòðàëüíîé óñòîé÷èâî-
ñòè ñîëèòîíîâ âî ìíîãèõ äðóãèõ íåëèíåéíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåìàõ (ñì.
íàïðèìåð [15], [20]).
Ìîòèâîì äëÿ íàñòîÿùåé ðàáîòû ïîñëóæèëà ñëåäóþùàÿ [7, Òåîðåìà 2.6]:
Çàäà÷à (R − zS)p = 0, (Sp, p) ≤ 0, èìååò ðîâíî max{N(R), N(S)} −
d(C(R) ∩ C(S)) îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.
Çäåñü d(C(R) ∩ C(S)) � ëèíåéíàÿ ðàçìåðíîñòü êîíóñà C(R) ∩ C(S).
Ñëîæíîñòü äëÿ ïîíèìàíèÿ óòâåðæäåíèÿ áûëà íå òîëüêî â îòñóòñòâèè
ïîëíîãî äîêàçàòåëüñòâà, íî è â òîì, ÷òî ñèìâîë C(·) â ðàáîòå èìååò
äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ, â îäíîì ìåñòå (c.311) òàê îáîçíà÷àåòñÿ ìíî-
æåñòâî íåéòðàëüíûõ âåêòîðîâ (íàïðèìåð, C(R) = {p : (Rp, p) = 0}), â
äðóãîì (c.325), ìíîæåñòâî îòðèöàòåëüíûõ âåêòîðîâ (íàïðèìåð, C(R) =
{p : (Rp, p) < 0}). Îäíàêî, â ëþáîì âàðèàíòå ýòîò ðåçóëüòàò íå ìîæåò
áûòü ïðàâèëüíûì õîòÿ áû ïîòîìó, ÷òî êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé, êîòîðûì îòâå÷àþò S-íåïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå
âåêòîðû: (Sp, p) ≤ 0, íå ìîæåò áûòü áîëåå N(S) (ñì. íèæå ñëåäñòâèå 6),
d(C(R) ∩ C(S)) ≤ N(S), îäíàêî ïðè N(R) > 2N(S) + 1 ìû ïîëó÷èëè áû
ïðîòèâîðå÷èå.
Öåëü íàøåé ðàáîòû � ðàçâèòü íåêîòîðûå àñïåêòû òåîðèè îïåðàòîðîâ â
ïðîñòðàíñòâàõ ñ èíäåôèíèòíîé ìåòðèêîé è ïðèìåíèòü ê èññëåäîâàíèþ
ëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà, â ÷àñòíîñòè, ê îöåíêå ÷èñëà åãî îòðèöà-
òåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé.

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.
Â ýòîé ðàáîòå L+ è L− � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå â
ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå X ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·), óäîâëå-
òâîðÿþùèå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ:

(A) íåïðåðûâíûå ñïåêòðû σc(L+) è σc(L−) è ìíîæåñòâà ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé áåñêîíå÷íîé êðàòíîñòè îïåðàòîðîâ L+ è L− îãðàíè÷åíû
ñíèçó ÷èñëàìè ω+ > 0 è ω− > 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Êàê ìîòèâàöèþ äëÿ ââåäåíèÿ óñëîâèÿ (A) ïðèâåäåì ñëåäóþùèé ïðèìåð.
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Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíîå íåëèíåéíîå óðàâíåíèå Øðåäèíãåðà
[7, 8]:

iψt = −∆ψ + f(x, |ψ|2)ψ, ∆ = ∂2
x1x1

+ ... + ∂2
xdxd

, (4)
ãäå (x, t) ∈ Rd×R è ψ ∈ C. Åñëè f(x, |ψ|2) ÿâëÿåòñÿ ëîêàëèçîâàííûì ïî-
òåíöèàëîì, íàïðèìåð f ïðèíàäëåæèò C∞ è f(0) = 0, íåëèíåéíîå óðàâ-
íåíèå Øðåäèíãåðà (4) îáëàäàåò ëîêàëèçîâàííûì âîëíîâûì ðåøåíèåì
ψ = ϕ(x)eiωt, ãäå ω > 0 è ϕ : Rd → R. Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ(x) ÿâëÿåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàþùåé ôóíêöèåé è ïðèíàäëåæèò C∞. Ñóùåñòâî-
âàíèå, åäèíñòâåííîñòü è óñòîé÷èâîñòü òàêèõ ðåøåíèé (4) ïîäðîáíî ðàçî-
áðàíû â ðàáîòå [14]. Ëèíåàðèçàöèÿ (4) ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè

ψ =
(
ϕ(x) + [u(x) + iw(x)]eλt + [ū(x) + iw̄(x)]eλ̄t

)
eiωt, (5)

ãäå λ ∈ C è (u,w) ∈ C2, ïðèâîäèò ê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå (3), ãäå L±
� îïåðàòîðû Øðåäèíãåðà:

L+ = −∆ + ω + f(x, ϕ2) + 2ϕ2f ′(x, ϕ2), (6)
L− = −∆ + ω + f(x, ϕ2). (7)

Îïåðàòîðû L± íå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè è σc(L±) = [ω,∞) ñ ω+ =
ω− = ω > 0. ßäðî îïåðàòîðà L− âêëþ÷àåò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð ϕ(x) è ÿäðî îïåðàòîðà L+ âêëþ÷àåò ïî êðàéíåé ìåðå d
ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ∂xj

ϕ(x), j = 1, ..., d. Â êà÷åñòâå ãèëüáåðòîâà ïðî-
ñòðàíñòâà X ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà X := W 1

2 (Rd,C); îãðà-
íè÷åíèå (À) íà ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðîâ âûïîëíåíî ïîñêîëüêó
ïîòåíöèàëüíûå ôóíêöèè f(x, ϕ2) and ϕ2f ′(x, ϕ2) ýêñïîíåíöèàëüíî óáû-
âàþò. ¤

Ìû áóäåì èçó÷àòü çàäà÷ó (3), ãäå λ ∈ C è (u,w) ∈ X×X . Òàêèì îáðàçîì,
íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà îïåðàòîðà

A :=

[
0 L−

−L+ 0

]
. (8)

Òàê êàê èç îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà A ñëåäóåò, ÷òî ker A = ker L+×ker L−,
òî ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà èçó÷åíèè íåíóëåâûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ñîîò-
âåòñòâóþùèõ êîðíåâûõ ëèíåàëîâ.
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Â ñèëó óñëîâèÿ (A) ÿäðî ker L− îïåðàòîðà L− êîíå÷íîìåðíî, ñîáñòâåí-
íîå çíà÷åíèå λ = 0 ýòîãî îïåðàòîðà èçîëèðîâàíî, à ïîòîìó åãî îáëàñòü
çíà÷åíèé ran L− =: H çàìêíóòà. Îòñþäà X = ker L− ⊕H è

X × X = (ker L− ⊕H)× (ker L− ⊕H). (9)

Åñëè ïðåäïîëîæèòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òî ker L− ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ dom L+ îïåðàòîðà L+ ( â êîíêðåòíûõ ïðèìåðàõ ÷àñòî âû-
ïîëíåíî äàæå áîëåå ñòðîãîå óñëîâèå: dom L+ = dom L−), òî îïåðàòîð A

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì ìàòðè÷íîì âèäå îòíîñèòåëüíî ðàçëîæåíèÿ
(9):

A =




0 0 0 0

0 0 0 L
(2)
−

−L
(1)
+ −L

(12)
+ 0 0

−L
(12)
+

∗ −L
(2)
+ 0 0


 (10)

ñ åñòåñòâåííûì îïðåäåëåíèåì ñîñòàâëÿþùèõ. Â ñèëó êîíå÷íîìåðíîñòè
ker L− îïåðàòîðû L

(2)
± îáëàäàþò òåìè æå ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè,

÷òî è L±, ïðè÷åì L
(2)
− íåïðåðûâíî îáðàòèì. Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿ-

åòñÿ, ÷òî λ ∈ σp(A) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà −λ2 =: γ � ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå ëèíåéíîãî ïó÷êà

L(γ) := A− γK : H → H,

ãäå A := −L
(2)
+ , à K := L

(2)
−
−1

� îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿæåííûé
îïåðàòîð. Ïðè ýòîì ìåæäó ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè çàäà÷è (3) (≡
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè îïåðàòîðà A) è ëèíåéíîãî ïó÷êà L íåïîñðåä-
ñòâåííî óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.
Òàêèì îáðàçîì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè â äàëüíåéøåì ìîæíî ïðåä-
ïîëàãàòü îïåðàòîð L− íåïðåðûâíî îáðàòèìûì.

2 Òåîðåìà Ïîíòðÿãèíà.
Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü Òåîðåìó 3, àíàëîã òåîðåìû Ïîíòðÿãèíà î ñóùå-
ñòâîâàíèè êîíå÷íîìåðíîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, îñòàíîâèì-
ñÿ íà ñëåäóþùåì øèðîêî èçâåñòíîì ïðîñòîì, íî î÷åíü ïîëåçíîì ôàêòå,
àâòîðñòâî êîòîðîãî äîñòàòî÷íî òðóäíî ïðîñëåäèòü.
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Ëåììà 2. Ïóñòü H � ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (·, ·), ïóñòü G : H 7→ H � îãðàíè÷åííûé ñàìîñîïðÿ-
æåííûé ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð. Ââåäåì G-ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
[·, ·] = (G·, ·) è ïîïîëíèì ïî íåìó H äî H̃.

Òîãäà îïåðàòîð G äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå äî îãðàíè÷åííîãî îïåðàòîðà
G̃ : H̃ 7→ H è îáëàñòü çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà G̃ ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ
çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà G1/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâ

[x, y] = (Gx, y) = (G1/2x,G1/2y)

ñëåäóåò, ÷òî G1/2 � èçîìåòðè÷åñêèé îïåðàòîð èç G-ñêàëÿðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ â èñõîäíîå, à ïîòîìó îí äîïóñêàåò èçîìåòðè÷åñêîå ðàñøèðåíèå
G̃1/2 : H̃ 7→ H. Ïîñêîëüêó îáëàñòü çíà÷åíèé îïåðàòîðà G1/2 ïëîòíà â H,
òî îáëàñòü çíà÷åíèé G̃1/2 ñîâïàäàåò ñ H, ò.å. G̃1/2 � óíèòàðíûé îïåðàòîð.
Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî G � îãðàíè÷åííûé îïåðàòîð èç G-ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ â èñõîäíîå è ïîòîìó äîïóñêàåò îãðàíè÷åííîå ðàñøèðåíèå
G̃ íà H̃ è ïðè ýòîì G̃ ⊃ G1/2G̃1/2. Òàê êàê îïåðàòîð G1/2G̃1/2 îïðåäå-
ëåí íà âñåì H̃, òî âêëþ÷åíèå ïåðåõîäèò â ðàâåíñòâî è òåì ñàìûì ëåììà
äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü B è G � îãðàíè÷åííûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðà-
òîðû, äåéñòâóþùèå â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (·, ·). Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå G-ìåòðèêó [·, ·] = (G·, ·)
è G-ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A := BG : [Ax, y] = [x,Ay] ïðè âñåõ
x, y ∈ H.

Åñëè λ = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðîâ B è G,
à îòðèöàòåëüíûé ñïåêòð îïåðàòîðà G ñîñòîèò èç κ : 0 < κ < ∞
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè), òî ó îïåðàòîðà A ñóùå-
ñòâóåò κ-ìåðíîå íåïîëîæèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G = J |G| � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå îïåðà-
òîðà G. Ââåäåì |G|-ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå è ïîïîëíèì H ïî íåìó
äî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H̃. Òàê îïåðàòîð G ñàìîñîïðÿæåí, òî
J ÿâëÿåòñÿ ñàìîñîïðÿæåííûì è èçîìåòðè÷åñêèì êàê îòíîñèòåëüíî
èñõîäíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, òàê è îòíîñèòåëüíî |G|-ñêàëÿðíîãî
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ïðîèçâåäåíèÿ. Ïîýòîìó J äîïóñêàåò ïî íåïðåðûâíîñòè ðàñøèðåíèå äî
îïåðàòîðà J̃ , ÿâëÿþùåãîñÿ â H̃ óíèòàðíûì è ñàìîñîïðÿæåííûì. Ââåäåì
â H̃ èíäåôèíèòíóþ J̃-ìåòðèêó [·, ·]e. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ x, y ∈ H èìååì
[x, y]e = [x, y]. Îïåðàòîð A äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå ïî íåïðåðûâíîñòè
äî îïåðàòîðà Ã, ÿâëÿþùåãîñÿ J̃-ñàìîñîïðÿæåííûì â H̃. Ïîñêîëüêó
Ã ⊃ BJ |̃G|, òî èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî Ã = BJ |̃G|. Èç óñëîâèé íà B è
G èìååì ker A = {0}. Ñëåäîâàòåëüíî, âñå êîíå÷íîìåðíûå èíâàðèàíòíûå
ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðà Ã ëåæàò â H, à ïîòîìó êîíå÷íîìåðíûå
èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà îïåðàòîðîâ Ã è A ñîâïàäàþò.

Îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî èç óñëîâèé íà ñïåêòð îïåðàòîðà G ñëåäóåò, ÷òî
H̃ ñ J̃-ìåòðèêîé � ïðîñòðàíñòâî Ïîíòðÿãèíà ñ κ îòðèöàòåëüíûìè êâàä-
ðàòàìè. Èç èçâåñòíîé òåîðåìû Ïîíòðÿãèíà [18] ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð Ã

èìååò κ-ìåðíîå J̃-íåïîëîæèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, êî-
òîðîå áóäåò èíâàðèàíòíûì è îòíîñèòåëüíî A. Ïîñêîëüêó, êàê îòìå÷àëîñü
âûøå, íà âåêòîðàõ èç H çíà÷åíèÿ G-ìåòðèêè è J-ìåòðèêè ñîâïàäàþò, òî
òåîðåìà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4. Îòìåòèì, ÷òî åñëè G-ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð A íå
ïðåäñòàâëåí êàê ïðîèçâåäåíèå äâóõ íåïðåðûâíûõ îïåðàòîðîâ, ëèáî ïðåä-
ñòàâëåí A = BG, íî ker B 6= {0}, òî, âîîáùå ãîâîðÿ, ó îïåðàòîðà A ìîæåò
íå áûòü κ-ìåðíîãî íåïîëîæèòåëüíîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà
(ñì. [2]).
Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé îïåðàòîðíûé ïó÷îê

L(γ) = A− γK, (11)

ãäå A è K � îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H. Òî÷êà γ0 íà-
çûâàåòñÿ ðåãóëÿðíîé äëÿ ýòîãî ïó÷êà (γ0 ∈ ρ(L)), åñëè îïåðàòîð L(γ0)
íåïðåðûâíî îáðàòèì íà âñåì ïðîñòðàíñòâå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü A è K � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â ãèëü-
áåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H, ïðè÷åì K îãðàíè÷åí, ker K = {0}, è
íåïîëîæèòåëüíûé ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè.

Òîãäà:
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(i) ìíîæåñòâî C \ R ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïó÷êà (11), çà
èñêëþ÷åíèåì áûòü ìîæåò ñ÷åòíîãî íàáîðà èçîëèðîâàííûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé êðàòíîñòè;

(ii) ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0, ÷òî ìíîæåñòâî

Ωδ := {γ ∈ C | 0 < |γ| < δ}
ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ýòîãî ïó÷êà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâåäåì â òðè
ýòàïà:

(i1) ñïåðâà ïîêàæåì, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü è
îïåðàòîð A îãðàíè÷åííûì;

(i2) äîêàæåì óòâåðæäåíèå (i) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïó÷îê (11) èìååò
õîòÿ áû îäíó ðåãóëÿðíóþ òî÷êó;

(i3) ïðîâåðèì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû ëèíåéíûé ïó÷îê (11) èìååò õîòÿ
áû îäíó ðåãóëÿðíóþ òî÷êó.

(i1) Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà

H = ran A⊕ ker A. (12)

Ââåäåì ëèíåéíûé îïåðàòîð A1/2, çàäàííûé ìàòðèöåé îòíîñèòåëüíî ðàç-
ëîæåíèÿ (12):

A1/2 =

[
|A|1/2

ran A 0
0 I

]
.

Îïåðàòîð A1/2 ñàìîñîïðÿæåí è íåïðåðûâíî îáðàòèì, à ïîòîìó

L(γ) = A1/2(A
−1
1/2AA−1

1/2 − γA−1
1/2KA−1

1/2)A1/2.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåïðåðûâíàÿ îáðàòèìîñòü ïó÷êà (11) ýêâèâàëåíòíà
íåïðåðûâíîé îáðàòèìîñòè ïó÷êà

L1(γ) = A1 − γK1, ,

ãäå A1 = A∗
1 � çàìûêàíèå îïåðàòîðà A−1

1/2AA−1
1/2, à K1 = A−1

1/2KA−1
1/2 = K∗

1 .
Îáà îïåðàòîðà A1 è K1 îãðàíè÷åíû (áîëåå òîãî, A1 � ÷àñòè÷íî èçîìåò-
ðè÷åñêèé îïåðàòîð), ker K1 = {0}, è íåïîëîæèòåëüíûé ñïåêòð îïåðàòîðà
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A1 ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
êîíå÷íîé êðàòíîñòè; â ýòîì ñëó÷àå σ(A1) ∩ {−∞,∞} = {0,−1}, åñëè
ker A 6= {0} è σ(A1) ∩ {−∞,∞} = {−1}, åñëè ker A = {0}.

Ñëåäîâàòåëüíî, áåç ïîòåðè îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â (11) îïåðàòîð
A òàêæå îãðàíè÷åí. Áîëåå òîãî, ñäåëàåì çàìåíó γ = 1/λ.
Äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûé îïåðàòîðíûé ïó÷îê

L̃(λ) = K − λA, (13)

ãäå A è K � îãðàíè÷åííûå ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû â ãèëüáåðòîâîì
ïðîñòðàíñòâå H, ïðè÷åì íåïîëîæèòåëüíûé ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîñòîèò
èç êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîíå÷íîé
êðàòíîñòè.

(i2) Â ñèëó óñëîâèé íà ñïåêòð îïåðàòîðà A, îí äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå
â âèäå ñóììû äâóõ îãðàíè÷åííûõ ñàìîñîïðÿæåííûõ îïåðàòîðîâ

A = X + Y (14)

ãäå X � ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð, à Y � êîíå÷íîìåðíûé.
Òàê êàê ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ëèíåéíîãî ïó÷êà K−λXñîâïàäàåò
ñ ìíîæåñòâîì ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îãðàíè÷åííîãî ñàìîñîïðÿæåííîãî îïå-
ðàòîðà X−1/2KX−1/2, òî îòêðûòîå ìíîæåñòâî

Ω := C \ {
[−‖X−1/2KX−1/2‖ , ‖X−1/2KX−1/2‖ ]

}

ñîñòîèò èç ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïó÷êà K − λX.
Ïåðåïèøåì L̃(λ) â ñëåäóþùåì âèäå:

L̃(λ) = (I − λY (K − λX)−1)(K − λX). (15)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ ∈ ρ(L̃) ∩ Ω òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïåðàòîð
I − T (λ), ãäå T (λ) := λY (K − λX)−1, íåïðåðûâíî îáðàòèì. Îïåðàòîð-
ôóíêöèÿ T (λ) ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé íà Ω è ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ
âî ìíîæåñòâå êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðåäïîëîæèì (äàëåå ìû ýòî
äîêàæåì), ÷òî â Ω ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäíà òî÷êà λ0, íå ÿâëÿþùàÿñÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ ïó÷êà L̃, à ïîòîìó ker (I − T (λ0)) = {0}.
Òîãäà, ñîãëàñíî [5, Òåîðåìà I.5.1], âñå òî÷êè λ ∈ Ω, çà èñêëþ÷åíèåì
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íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èçîëèðîâàííûõ, òàêîâû, ÷òî îïåðàòîðû I − T (λ)
íåïðåðûâíî îáðàòèìû. Òàêèì îáðàçîì, â Ω âñå òî÷êè, çà èñêëþ÷åíèåì
íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èçîëèðîâàííûõ òî÷åê, ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíû-
ìè äëÿ ïó÷êà L̃. Ïîñêîëüêó T (λ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âî ìíîæåñòâå
êîìïàêòíûõ îïåðàòîðîâ, òî â óïîìÿíóòûõ èçîëèðîâàííûõ òî÷êàõ
dim ker L̃(λ) < ∞. Èç ñâÿçè ïàðàìåòðîâ λ = 1/γ ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè,
óòâåðæäåíèå (i).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà (i) äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü ñóùåñòâî-
âàíèå õîòÿ áû îäíîé íåâåùåñòâåííîé òî÷êè, íå ÿâëÿþùåéñÿ ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì äëÿ ïó÷êà (13).

(i3) Îáîçíà÷èì ÷åðåç κ(A) ñóììàðíóþ êðàòíîñòü íåïîëîæèòåëüíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà A. Åñëè κ(A) = 0, ò.å. A � ðàâíîìåðíî
ïîëîæèòåëüíûé îïåðàòîð, òî, êàê óêàçûâàëîñü âûøå, ìíîæåñòâî ðåãó-
ëÿðíûõ òî÷åê ïó÷êà âêëþ÷àåò â ñåáÿ, â ÷àñòíîñòè, âñå íåâåùåñòâåííûå
òî÷êè, ò.å. ýòî ìíîæåñòâî íåïóñòî.

Ïóñòü κ(A) 6= 0. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî-
÷åê ëèíåéíîãî ïó÷êà L ïóñòî. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
ïó÷îê

L̃(λ) = K̃ − λÃ (16)
ñ îãðàíè÷åííûìè ñàìîñîïðÿæåííûìè îïåðàòîðàìè K̃ è Ã, äåéñòâóþ-
ùèìè â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H̃ è óäîâëåòâîðÿþùèìè òåì æå
óñëîâèÿì, ÷òî A è K, ïðè÷åì κ(Ã) < κ(A) è ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ
òî÷åê ïó÷êà Ã ïóñòî. Ïîñêîëüêó κ(A) � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå
÷èñëî, òî ÷åðåç êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî øàãîâ ïðèäåì ê ñóùåñòâîâàíèþ
ïó÷êà âèäà (20) ñ κ(Ã) = 0 è ïóñòûì ðåãóëÿðíûì ìíîæåñòâîì. Ïîñëåä-
íåå, êàê ïîÿñíåíî âûøå, íåâîçìîæíî.

Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ïó÷êà L
ïóñòî, òî ker A 6= {0}: â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî ðåãóëÿðíûõ òî÷åê
ïó÷êà L ñîâïàëî áû ñ ìíîæåñòâîì ðåãóëÿðíûõ òî÷åê îãðàíè÷åííîãî
îïåðàòîðà A−1K, êîòîðîå, êàê èçâåñòíî, íåïóñòî.

Ðàçëîæèì ïðîñòðàíñòâî:
H = ran A⊕ ker A.
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Ïóñòü Pker A � îðòîïðîåêòîð íà ker A. Òîãäà îïåðàòîð K0 =
Pker AKPker A|ker A ñàìîñîïðÿæåí è äåéñòâóåò â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå ker A. Ïîýòîìó

ker A = ran K0 ⊕ ker K0,

÷òî âëå÷åò ðàçëîæåíèå âñåãî ïðîñòðàíñòâà:

H = ran A⊕ ran K22 ⊕ ker K22. (17)

Îòíîñèòåëüíî ýòîãî ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðû K è A, à ñ íèìè è ïó÷îê
L(λ), ïðåäñòàâèìû â ìàòðè÷íîì âèäå:

K =




K11 K12 K13

K∗
12 K22 0

K∗
13 0 0


 , A =




A11 0 0
0 0 0
0 0 0


 , (18)

L(λ) =




K11 − λA11 K12 K13

K∗
12 K22 0

K∗
13 0 0


 . (19)

Ïî ïîñòðîåíèþ ker K22 = {0}, à ïîòîìó ñóùåñòâóåò îïåðàòîð K−1
22 . Òàê

êàê ïî ïðåäïîëîæåíèþ âñå íåâåùåñòâåííûå λ ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè
çíà÷åíèÿìè äëÿ ïó÷êà (13), òî ýòî îçíà÷àåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî âåêòî-
ðà xλ = (xλ,1, xλ,2xλ,3)

t, ÷òî L(λ)xλ = 0, ò.å. èìååò ìåñòî ñèñòåìà ðàâåíñòâ:




(K11 − λA11)xλ,1 + K12xλ,2 + K13xλ,3 = 0

K∗
12xλ,1 + K22xλ,2 = 0

K∗
13xλ,1 = 0.

(20)

Îòñþäà íàõîäèì, ÷òî xλ,2 = −K−1
22 K∗

12xλ,1 è ïîòîìó ñèñòåìà (20) ïåðåõî-
äèò â ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó





(K11 −K12K
−1
22 K∗

12 − λA11)xλ,1 + K13xλ,3 = 0

K∗
13xλ,1 = 0

xλ,2 = −K−1
22 K∗

12xλ,1.

(21)

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòðàíñòâå

H1 = ran A⊕ ker K22
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ïîñòðîåí îïåðàòîðíûé ïó÷îê

L1(λ) =

[
K11 −K12K

−1
22 K∗

12 − λA11 K13

K∗
13 0

]
, (22)

ñ îïåðàòîðàìè

K1 =

[
K11 −K12K

−1
22 K∗

12 K13

K∗
13 0

]
, A1 =

[
A11 0
0 0

]
,

óäîâëåòâîðÿþùèìè òåì æå óñëîâèÿì, ÷òî è îïåðàòîðû A è K, ïðè-
÷åì κ(A1) ≤ κ(A). Â ñàìîì äåëå, ïîñëåäíåå óñëîâèå âûòåêàåò èç
òîãî, ÷òî A1 � ñóæåíèå îïåðàòîðà A íà ïîäïðîñòðàíñòâî H1. Êðî-
ìå òîãî, îïåðàòîðû K1 è A1 îãðàíè÷åíû è ñàìîñîïðÿæåíû, ïðè÷åì
ker K1 = {0}. Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî (x1, x3)

t ∈ ker K1 âëå÷åò
(x1,−K−1

22 K∗
12x1, x3)

t ∈ ker K, à ïî óñëîâèþ ker K = {0}. Èç (21) ñëåäóåò,
÷òî ó ïó÷êà (22) íåò ðåãóëÿðíûõ òî÷åê.

Òàêèì îáðàçîì, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü K0 = 0, à ïî-
òîìó H1 = H, K1 = K, A1 = A è L1(λ) = L(λ):

K =

[
K11 K13

K∗
13 0

]
, A =

[
A11 0
0 0

]
,

L(λ) =

[
K11 − λA11 K13

K∗
13 0

]
. (23)

Òàê êàê ker A 6= {0}, òî
κ(A11) < κ(A). (24)

Óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ëèíåéíîãî ïó÷êà, êàê îòìå÷àëîñü
âûøå, â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò, ÷òî âñå íåâåùåñòâåííûå òî÷êè � ñîá-
ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîãî ïó÷êà èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, äëÿ êàæäîãî íåâå-
ùåñòâåííîãî λ íàéäåòñÿ âåêòîð yλ ∈ ker K∗

13 òàêîé, ÷òî (K11 − λA11)yλ ∈
ran K13. Òàê êàê

ran A = ker K∗
13 ⊕ ran K13,

òî îáîçíà÷èâ ÷åðåç P îðòîïðîåêòîð íà ker K∗
13 è ïîëîæèâ

H̃ = ker K∗
13, K̃ = PK11P |ker K∗

13
, Ã = PA11P |ker K∗

13
,

ïîëó÷èì èñêîìûé ëèíåéíûé ïó÷îê (20), íå èìåþùèé ðåãóëÿðíûõ òî÷åê,
κ(Ã) < κ(A). Óñëîâèå ker K̃ = {0} ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñ÷åòîì
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ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ker K = {0}.

(ii) Ïóñòü γ äîñòàòî÷íî ìàëî ïî ìîäóëþ. Ïåðåïèøåì ïó÷îê (11) â ñëåäó-
þùåì âèäå:

L(γ) = (I + Y (X − γK)−1)(X − γK),

ãäå X è Y òå æå, ÷òî â (14). Ïîñêîëüêó ýòî âûðàæåíèå èìååò ñìûñë ïðè
|γ| < 1/‖KX−1‖, òî (ñì. [5, Òåîðåìà I.5.1]) âñå òî÷êè îòêðûòîãî êðóãà ðà-
äèóñà 1/‖KX−1‖ ÿâëÿþòñÿ ðåãóëÿðíûìè äëÿ ïó÷êà L, çà èñêëþ÷åíèåì,
áûòü ìîæåò íå áîëåå ÷åì ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé. Â ÷àñòíîñòè, åñëè γ = 0 � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà ïó÷êà L
(ýêâèâàëåíòíî, 0 ∈ ρ(A)), òî è íåêîòîðàÿ åå δ-îêðåñòíîñòü ñîñòîèò èç
ðåãóëÿðíûõ òî÷åê ýòîãî ïó÷êà. Åñëè γ = 0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå (11)
(ýêâèâàëåíòíî, 0 ∈ σp(A)), òî îíî èçîëèðîâàíî è ïîòîìó ñóùåñòâóåò èñ-
êîìàÿ îêðåñòíîñòü Ωδ.
Ñëåäñòâèå 6. Â óñëîâèÿõ òåîðåìû 5 ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåð-
æäåíèÿ.

(a) Ïó÷îê (11) èìååò âåùåñòâåííóþ ðåãóëÿðíóþ òî÷êó γ0 òàêóþ,
÷òî îòðèöàòåëüíûé ñïåêòð îïåðàòîðà L(γ0) ñîñòîèò èç êîíå÷-
íîãî ÷èñëà N(L(γ0)):

N(A) ≤ N(L(γ0)) ≤ N(A) + dim ker A (25)

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè); çäåñü è äàëåå ÷åðåç
N(·) îáîçíà÷àåòñÿ êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè) ñîîòâåòñòâóþùåãî îïåðàòîðà.

(b) Çàäàäèì â H A-ìåòðèêó: [x, y]A = (Ax, y). Ïóñòü {λj}m
j=1 � ìíî-

æåñòâî íåâåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ëèíåéíîãî ïó÷êà
L(γ), ðàñïîëîæåííûõ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè, κλ � êðàòíîñòü
λj j = 1,m. Ïóñòü {µk}s

k=1 � ìíîæåñòâî òàêèõ íåíóëåâûõ âåùå-
ñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé L(γ), ÷òî ker L(µk) ñîäåðæèò õî-
òÿ áû îäèí A-íåïîëîæèòåëüíûé âåêòîð, ò.å. íåïîëîæèòåëüíûé
îòíîñèòåëüíî A-ìåòðèêè, è κµk

� ðàçìåðíîñòü ìàêñèìàëüíîãî â
ker L(µk) A-íåïîëîæèòåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâî Lk, k = 1, s. Òî-
ãäà

m∑
j=1

κλj
+

s∑

k=1

κµj
≤ N(A) ≤ N(L(γ0)). (26)
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Äîêàçàòåëüñòâî. (a) íåìåäëåííî ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ (ii) òåîðåìû 5
è èçâåñòíîãî ôàêòà òåîðèè âîçìóùåíèé (ñì. [5, Òåîðåìà I.3.1], ÷òî êîëè-
÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà L(γ0) = A−γ0K
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì γ0 íå óìåíüøèòñÿ, íî è íå óâåëè÷èòñÿ áîëåå ÷åì
íà ker dim A ïîñêîëüêó íåîòðèöàòåëüíûé ñïåêòð îïåðàòîðà A ñîñòîèò èç
êîíå÷íîãî ÷èñëà èçîëèðîâàííûõ êîíå÷íîêðàòíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé;

(b) Ïóñòü λ è µ � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëèíåéíîãî ïó÷êà L(γ), λ 6= µ.
Òîãäà ÿäðà ker L(λ) è ker L(µ) A-îðòîãîíàëüíû, ò.å. [x, y]A = 0 äëÿ âñåõ
x ∈ ker L(λ), y ∈ ker L(µ). Â ñàìîì äåëå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü µ 6= 0 è òîãäà óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ:

[x, y]A = (Ax, y) = (λKx, y) = λ(x, Ky) =
λ

µ
(x,Ay) =

λ

µ
[x, y]A.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäïðîñòðàíñòâî L := ç.ë.î. {ker L(λj),Lk}m,s
j=1,k=1 ÿâëÿåò-

ñÿ A-íåïîëîæèòåëüíûì. Òàê êàê L ∩ ker A = {0}, òî ñïðàâåäëèâî ëåâîå
íåðàâåíñòâ â (26), à ïðàâîå ñëåäóåò èç (25).

Çàìå÷àíèå 7. Îöåíêà (26) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ãðóáîé, íå ó÷èòûâàþùåé
äëèíû æîðäàíîâûõ öåïî÷åê ëèíåéíîãî ïó÷êà. Ìû íå ïðèâîäèì ôîðìóëè-
ðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî áîëåå òî÷íîãî ôàêòà òàê êàê ýòî ÷èñòî òåõíè÷å-
ñêèé ðåçóëüòàò. ×èòàòåëü áåç òðóäà óëó÷øèò ýòó îöåíêó, ïðèìåíèâ ñõåìó
ðàññóæäåíèé, èñïîëüçîâàííóþ ïðè äîêàçàòåëüñòâå àíàëîãè÷íîé òåîðåìû
äëÿ äèññèïàòèâíûõ îïåðàòîðîâ â ïðîñòðàíñòâå Ïîíòðÿãèíà (ñì. [2, Òåî-
ðåìà 2.2.26]).

3 Îöåíêà ñâåðõó íà êîëè÷åñòâî íåóñòîé÷è-
âûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äëÿ îïåðàòîð-
íîãî ïó÷êà.

Òî÷êó λ ∈ C íàçûâàþò ñïåêòðàëüíî óñòîé÷èâîé äëÿ îïåðàòîðà A (ñì.
(8)), åñëè ïðîñòðàíñòâî X ×X ìîæíî ðàçëîæèòü íà äâà A-èíâàðèàíòíûõ
ïîäïðîñòðàíñòâà L1 è L2 òàê, ÷òî:

(a) îïåðàòîð A |L1 óñòîé÷èâ â òîì ñìûñëå, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì
ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé ãðóïïû èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî â ñèëó
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èçâåñòíîé òåîðåìû Á. Ñ.-Íàäÿ, ïîäîáåí îïåðàòîðó âèäà iA, ãäå
A : L1 → L1 � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð.

(b) λ � ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà A |L2 .
Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ñïåêòðàëüíî óñòîé÷èâûìè ìîãóò áûòü
òîëüêî ÷èñòî ìíèìûå òî÷êè, à åñëè ðå÷ü èäåò î ñîáñòâåííûõ çíà÷åíè-
ÿõ, òî òîëüêî ïîëóïðîñòûå, ò.å. òå, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò òîëüêî òðè-
âèàëüíûå æîðäàíîâû öåïî÷êè. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî L1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðÿìîé ñóììû äâóõ A-èíâàðèàíòíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ, îäíî èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ÿäðîì îïåðàòîðà A− λ.
Îòìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà A âìåñòå ñ λ ñîáñòâåííûì çíà-
÷åíèåì ýòîãî îïåðàòîðà áóäåò è −λ.
Îñîáîå âíèìàíèå îáðàòèì íà òî÷êó λ = 0. Èç óñëîâèé íà îïåðàòîð A ýòà
òî÷êà ÿâëÿåòñÿ ëèáî ðåãóëÿðíîé äëÿ A, ëèáî íîðìàëüíûì ñîáñòâåííûì
çíà÷åíèåì (îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ñì. [5, Ãëàâà I]). Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè
λ = 0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëü-
íî óñòîé÷èâûì äëÿ A òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíî � ïîëóïðîñòîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå.
Ïóñòü îïåðàòîðû A è K óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì òåîðåìû 5. Ïðèâåäåí-
íîå âûøå îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò íàì ââåñòè ïîíÿòèå ñïåêòðàëüíî óñòîé-
÷èâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà (11),
ñâÿçàííîå ñ àíàëîãè÷íûì ïîíÿòèåì äëÿ îïåðàòîðà A.
Íî ïðåæäå íàïîìíèì, ÷òî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ0 ëèíåéíîãî ïó÷êà íà-
çûâàåòñÿ ïîëóïðîñòûì, åñëè ran (A− γ0) ∩Kker L(γ0) = {0}.
Îïðåäåëåíèå 8. Ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå γ îáîáùåííîé çàäà÷è Au = γKu
áóäåì íàçûâàòü ñïåêòðàëüíî óñòîé÷èâûì, åñëè îíî íåîòðèöàòåëüíî, ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëóïðîñòûì, è ïðè γ > 0 ÿäðî ker (A − γK) íåâûðîæäåíî îò-
íîñèòåëüíî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû [x, y]A = (Ax, y) (ýêâèâàëåíòíî, îòíî-
ñèòåëüíî êâàäðàòè÷íîé ôîðìû [x, y]K = (Kx, y)). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå íàçûâàåòñÿ ñïåêòðàëüíî íåóñòîé÷èâûì.
Èç îïèñàííîé âûøå ñâÿçè îïåðàòîðà A è ëèíåéíîãî îïåðàòîðíîãî ïó÷êà
L(γ) (ñì. (11)) ñëåäóåò, ÷òî γ0 = −λ2

0 ÿâëÿåòñÿ ñïåêòðàëüíî óñòîé÷èâûì
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì äëÿ L(γ) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáå òî÷êè
λ0 è −λ0 � ñïåêòðàëüíî óñòîé÷èâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ îïåðàòîðà A.
Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè γ0 � íåóñòîé÷èâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è
Au = γKu, òî ñóùåñòâóåò λ0, ïðèâîäÿùåå ê íåóñòîé÷èâîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé êðèòè÷åñêîé òî÷êè èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ê íåóñòîé÷èâîñòè
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ñîëèòîííîãî ðåøåíèÿ.

Ïðåæäå ÷åì ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîé ðåçóëüòàò ýòîãî ðàçäåëà, Òåîðå-
ìó 10, è äîêàçàòü íåîáõîäèìóþ äëÿ ýòîãî Ëåììó 9, ñäåëàåì íåêîòîðûå
ïîÿñíåíèÿ. Ïóñòü {H, [·, ·]} � ïðîñòðàíñòâî Ïîíòðÿãèíà ñ κ < ∞ îòðè-
öàòåëüíûìè êâàäðàòàìè. Òîãäà îíî äîïóñêàåò (êàíîíè÷åñêîå) ïðåäñòàâ-
ëåíèå:

H = H+[+]H−,

â êîòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâà {H±, ± [·, ·]} ãèëüáåðòîâû, âçàèìíî îðòîãî-
íàëüíû è dimH− = κ. Ïðîñòðàíñòâî H ñòàíîâèòñÿ ãèëüáåðòîâûì ïîñëå
ââåäåíèÿ (êàíîíè÷åñêîãî) ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ:

(x, y) = [x+, y+]− [x−, y−], x = x+ + x−, y = y+ + y−, x±, y± ∈ H±.

Ïðîñòðàíñòâî Ïîíòðÿãèíà òåïåðü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê J-
ïðîñòðàíñòâî, ò.å. ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñ ââåäåííîé J-ìåòðèêîé:
[x, y] = (Jx, y), ãäå J = P+ − P−, P± � îðòîïðîåêòîð íà H±, ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Ïóñòü T � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Ïîíòðÿãèíà.
Òîãäà JT � ãèëüáåðòîâ ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
N(JT ) êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà JT .

Ïóñòü (·, ·)1 � äðóãîå, îòëè÷íîå îò (·, ·) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â H,
ïðè÷åì íîðìû ïîðîæäåííûå ýòèìè ñêàëÿðíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè ýêâè-
âàëåíòíû. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêîé ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé îãðàíè-
÷åííûé îïåðàòîð W è ñàìîñîïðÿæåííûé îòíîñèòåëüíî (·, ·)1 îãðàíè÷åí-
íûé è îãðàíè÷åíî îáðàòèìûé îïåðàòîð G, ÷òî

(x, y)1 = (Wx, y), [x, y] = (Gx, y)1,

ò.å. ïðîñòðàíñòâî Ïîíòðÿãèíà ÿâëÿåòñÿ G-ïðîñòðàíñòâîì ïî îòíîøåíèþ
ê íîâîìó ñêàëÿðíîìó ïðîèçâåäåíèþ.

Ðàññìîòðèì îïåðàòîð GT è äîêàæåì, ÷òî N(GT ) = N(JT ). Â ñàìîì
äåëå, òàê êàê ïî îïðåäåëåíèþ G = W−1J , òî

N(GT ) = N(W−1JT ) = N(W−1/2(W−1/2JTW−1/2)W 1/2) =
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= N(W−1/2JTW−1/2) = N(JT ).

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà
âèäà GT , ãäå T � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â ïðîñòðàíñòâå Ïîíòðÿ-
ãèíà, à G � îïåðàòîð ïîðîæäàþùèé èíäåôèíèòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå, íå çàâèñèò îò âûáîðà ýêâèâàëåíòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
èëè, ÷òî òî æå, îò âûáîðà îïåðàòîðà G.
Ëåììà 9. Ïóñòü T � ñàìîñîïðÿæåííûé îïåðàòîð â J-ïðîñòðàíñòâå
Ïîíòðÿãèíà ñ κ îòðèöàòåëüíûìè êâàäðàòàìè, ïóñòü N(JT ) � êîíå÷-
íîå ÷èñëî, ïðè÷åì N(JT ) > κ. Òîãäà N(T ) ≥ N(JT )− κ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü L− � ñóùåñòâóþùåå â ñèëó Òåîðåìû Ïîíòðÿãè-
íà κ-ìåðíîå íåïîëîæèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà
T , à L+ = L[⊥]

− � åãî J-îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ ìàêñè-
ìàëüíûì íåîòðèöàòåëüíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, òàêæå èíâàðèàíòíûì îò-
íîñèòåëüíî T . Îáîçíà÷èì L0 = L+∩L− � íåéòðàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî,
èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî T . Òîãäà L± = L0 ⊕ H±. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî H± ⊂ H±, ãäå H± � ñîñòàâëÿþùèå êàíî-
íè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ. Òîãäà

H = L0 ⊕H+ ⊕H− ⊕ JL0.

Îòíîñèòåëüíî ýòîãî ðàçëîæåíèÿ îïåðàòîðû J è T ïðåäñòàâëÿþòñÿ â ñëå-
äóþùåì ìàòðè÷íîì âèäå:

J =




0 0 0 J03

0 I 0 0
0 0 −I 0

J∗03 0 0 0


 ,

T =




T0 T01 T02 T03

0 T1 0 T13

0 0 T2 T23

0 0 0 T3


 . (27)

Îòñþäà

JT =




0 0 0 J03T3

0 T1 0 T13

0 0 −T2 −T23

J∗03T0 J∗03T01 J∗03T02 J∗03T03


 .
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Ïóñòü F− � ñïåêòðàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà JT , îòâå÷àþùåå
åãî îòðèöàòåëüíîìó ñïåêòðó. Ïî óñëîâèþ, dimF− = N(JT ). Òàê êàê
dim (L− ⊕ JL0) = κ è N(JT ) > κ, òî dim (F− ∩ L0 ⊕H+) ≥ N(JT ) − κ.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð PL+JT |L+, ãäå PL+ � îðòîïðîåêòîð íà
L+ = L0 ⊕ H+, èìååò íå ìåíåå N(JT ) − κ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé. Ïîñêîëüêó

PL+JT |L+ =

[
0 0
0 T1

]
,

òî îïåðàòîð N(T1) ≥ N(JT )−κ. Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìîé (27)
îïåðàòîðà T è ïîëó÷èòü, ÷òî N(T ) ≥ N(JT )− κ.

Çàìåòèì ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå íàìè íå èñïîëüçîâàëàñü îáðàòèìîñòü è
äàæå íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðà T .

Òåîðåìà 10. Ïóñòü A è K � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, îòðèöà-
òåëüíûå ñïåêòðû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà N(A) è N(K),
ñîîòâåòñòâåííî, ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). Ïóñòü
A íåïðåðûâíî îáðàòèì, à K îãðàíè÷åí ñ ker K = {0} è N(A) 6= N(K).
Òîãäà êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé N(L) ëèíåé-
íîãî ïó÷êà L(γ) = A− γK íå ìåíåå |N(A)−N(K)|.

Êàê ñëåäñòâèå çàêëþ÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóþò íåóñòîé÷èâûå ñîëèòîííûå
ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
çàäà÷è Au = γKu.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê A íåïðåðûâíî îáðàòèì, òî êîëè÷åñòâî îòðè-
öàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà L ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì îò-
ðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà KA−1 è N(A−1) = N(A).
Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ïîëîæèì N(A) > N(K); ñëó÷àé N(A) < N(K) ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷íî, òîëüêî íàäî ïîìåíÿòü ðîëÿìè îïåðàòîðû A−1

è K. Ïóñòü A−1 = J |A−1| � ïîëÿðíîå ðàçëîæåíèå ñàìîñîïðÿæåííîãî
îïåðàòîðà A−1. Ïîñêîëüêó

N(KA−1) = N(|A−1|1/2K|A−1|1/2J),

N(A−1) = N(J), N(|A−1|1/2K|A−1|1/2) = N(K),

îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ Ëåììîé 9.
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Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü A è K � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, îòðèöà-
òåëüíûå ñïåêòðû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà N(A) è N(K),
ñîîòâåòñòâåííî, ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè). Ïóñòü
0 � êîíå÷íîêðàòíîå èçîëèðîâàííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îïåðàòîðà A,
à K îãðàíè÷åí è ker K = {0}.
Åñëè N(A) > N(K), òî êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé N(L) ëèíåéíîãî ïó÷êà L(γ) = A− γK íå ìåíåå N(A)−N(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðåìîé 10, ñëåäñò-
âèåì 6 è â íåì íåðàâåíñòâàìè (25).

Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ïðÿìî ïîëó÷àåì è ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 12. Åñëè â óñëîâèÿõ òåîðåìû 10 èìååì N(A) = N(K), òî ëèáî
çàäà÷à Au = γKu èìååò íåóñòîé÷èâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ëèáî ñó-
ùåñòâóåò n = N(A) = N(K) åå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ðåøåíèé {uj}n

j=1,
îòâå÷àþùèõ ïîëîæèòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì è òàêèõ, ÷òî
(Kuj, uj) < 0, (Kuj, um) = 0, k,m = 1, n.

Çàìå÷àíèå 13. Ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà óêàçàííîé â òåîðåìå 12 ñèñòåìû ðå-
øåíèé {uj}n

j=1 ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåííà,
îäíàêî ìíîæåñòâî îòâå÷àþùèõ ýòîé ñèñòåìå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïðå-
äåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàñò îöåíêó ñâåðõó ìíîæåñòâà îòðèöàòåëüíûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà (11).

Òåîðåìà 14. Ïóñòü A è K òå æå, ÷òî è â ñëåäñòâèè 11, íî ñ òîé ðàç-
íèöåé, ÷òî 0 ìîæåò áûòü êàê êîíå÷íîêðàòíûì èçîëèðîâàííûì ñîá-
ñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà A, òàê è åãî ðåãóëÿðíîé òî÷êîé. Òî-
ãäà îòðèöàòåëüíûé ñïåêòð ïó÷êà (11) ñîñòîèò èç êîíå÷íîêðàòíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è N(L), êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé ïó÷êà (11) ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè, íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà
N(A) + N(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ, äàáû íå ââîäèòü ïîíÿòèå
êðàòíîñòè ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ äëÿ ïó÷êà, ìû äîêàæåì óïðîùåí-
íûé âàðèàíò ýòîãî óòâåðæäåíèÿ, à èìåííî, ÷òî N0(L), êîëè÷åñòâî ðàç-
ëè÷íûõ îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà, íå ïðåâîñõîäèò
N(A) + N(K). Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñïåêòðû îïåðàòîðîâ A è K ñîñòîÿò
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èç êîíå÷íîãî ÷èñëà êîíå÷íîêðàòíûõ èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé è 0 � ëèáî ðåãóëÿðíàÿ òî÷êà îïåðàòîðà A, ëèáî åãî êîíå÷íîêðàòíîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, èç òåîðèè âîçìóùåíèé ëèíåéíûõ îïåðàòîðîâ ñëå-
äóåò, ÷òî îòðèöàòåëüíûé ñïåêòð ïó÷êà (11) ñîñòîèò èç êîíå÷íîêðàòíûõ
èçîëèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé. Íàøà öåëü � äîêàçàòü, ÷òî èõ íå
áîëåå N(A) + N(K). Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî åñëè γ1 è γ2 � ðàçëè÷íûå
âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà L è x, y � ñîîòâåòñòâóþùèå
ñîáñòâåííûå âåêòîðû: L(γ1)x = 0, L(γ2)y = 0, òî

(Ax, y) = (Kx, y) = 0. (28)

Ïóñòü òåïåðü γ < 0 � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå L è v � ñîîòâåòñòâóþùèé
ñîáñòâåííûé âåêòîð. Òîãäà (Av, v) = γ(Kv, v). Ñëåäîâàòåëüíî, îòðèöà-
òåëüíûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïó÷êà ìîãóò áûòü ðàçäåëåíû íà 3 ïîä-
ãðóïïû:
(a) ñóùåñòâóåò òàêîé ñîáñòâåííûé âåêòîð v, ÷òî (Av, v) = (Kv, v) = 0.
(b) äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà v: (Av, v) > 0, (Kv, v) < 0.
(c) äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà v: (Av, v) < 0, (Kv, v) > 0.
Âîñïîëüçóåìñÿ (28) è òåì, ÷òî ðàçìåðíîñòü A-íåïîëîæèòåëüíûõ ïîä-
ïðîñòðàíñòâ íå ïðåâîñõîäèò N(A) + dim ker A, à ðàçìåðíîñòü K-
íåïîëîæèòåëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ íå ïðåâîñõîäèò N(K). Ñëåäîâàòåëüíî,
N0(L) ≤ N(A)+N(K)+dim ker A. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà çàìå-
òèì, ÷òî åñëè ðàçìåðíîñòü A-íåïîëîæèòåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà áîëü-
øå N(A), òî òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî äîëæíî ñîäåðæàòü âåêòîðû èç ker A.
Îäíàêî â äàííîì ñëó÷àå, êîãäà ðàññìàòðèâàåòñÿ ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà ñîá-
ñòâåííûõ âåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ îòðèöàòåëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíè-
ÿì, ýòî íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó N0(L) ≤ N(A) + N(K).

Â çàêëþ÷åíèå ïðèâåäåì óêàæåì óñëîâèÿ íà îïåðàòîðû A è K, ïðè êîòî-
ðûõ N(L) ïðèíèìàåò êðàéíèå çíà÷åíèÿ, |N(A)−N(K)| èëè N(A)+N(K).
Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíå÷íàÿ ïîñòîÿííàÿ
α 6= 0, ÷òî ëèáî

A + αK ≥ 0, (29)
ëèáî âûïîëíåíî ñèììåòðè÷íîå óñëîâèå äëÿ êîíå÷íîé ïîñòîÿííîé β 6= 0

K + βA ≥ 0, (30)

Óñëîâèå (29) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ëèáî âñå A-íåïîëîæèòåëüíûå âåê-
òîðû, (Ax, x) ≤ 0, ÿâëÿþòñÿ K-íåîòðèöàòåëüíûìè, (Kx, x) ≥ 0, è
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òîãäà α > 0, ëèáî âñå K-íåîòðèöàòåëüíûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ A-íåîò-
ðèöàòåëüíûìè, (Ax, x) ≥ 0, è òîãäà α < 0 (ñì., íàïðèìåð, [2, Ñëåäñòâèå
1.1.36]). Àíàëîãè÷íàÿ èíòåðïðåòàöèÿ îòíîñèòñÿ è ê (30). Â ÷àñòíîñòè, îáà
ýòèõ óñëîâèÿ, (29) è (30), èìåþò ìåñòî ïðè íåêîòîðûõ α è β, åñëè ìíîæå-
ñòâî A-íåéòðàëüíûõ âåêòîðîâ, (Ax, x) = 0, ïåðåñåêàåòñÿ ñî ìíîæåñòâîì
K-íåéòðàëüíûõ âåêòîðîâ, (Ky, y) = 0, òîëüêî â íóëå.
Èçâåñòíî, ÷òî ïðè ðàâåíñòâå íóëþ îäíîãî èç ÷èñåë N(A) èëè N(K) ñïðà-
âåäëèâî ðàâåíñòâî N(L) = N(A)+N(K). Ýòèì îáóñëîâëåíî òî, ÷òî íèæå
â òåîðåìå 15 áóäåì ñ÷èòàòü îáà ÷èñëà N(A) è N(K) îòëè÷íûìè îò íóëÿ.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü A è K � ñàìîñîïðÿæåííûå îïåðàòîðû, îòðèöà-
òåëüíûå ñïåêòðû êîòîðûõ ñîñòîÿò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà N(A) 6= 0 è
N(K) 6= 0, ñîîòâåòñòâåííî, ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (ñ ó÷åòîì êðàòíî-
ñòè), íî íå èñ÷åðïûâàþò ñïåêòðû ýòèõ îïåðàòîðîâ. Ïóñòü A íåïðå-
ðûâíî îáðàòèì, K îãðàíè÷åí ñ ker K = {0} è ïðè íåêîòîðîì α 6= 0
èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî (29) èëè (30).
Òîãäà:

(a) ïðè β < 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî N(L) = N(A)−N(K);

(b) ïðè α < 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî N(L) = N(K)−N(A);

(c) ïðè α > 0 èëè β > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî N(L) = N(A) + N(K).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
îïåðàòîð A ìîæíî (è áóäåì) ñ÷èòàòü íåïðåðûâíûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
ïåðåéäåì ê ïó÷êó A|A|−1 − γ|A|−1/2K|A|−1/2.
(a) Òàê êàê β < 0, òî äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé ïåðåä íàìè çàäà÷è áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáoùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü −β = 1 è ïåðåïèøåì (30) â âèäå

(Kx, x) ≥ (Ax, x). (31)

Òàê êàê A � îãðàíè÷åííûé è îãðàíè÷åííî îáðàòèìûé îïåðàòîð, ÿâëÿ-
þùèéñÿ êîíå÷íîìåðíûì âîçìóùåíèåì ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíîãî îïå-
ðàòîðà, òî èç (31) ñëåäóåò, ÷òî è îïåðàòîð K îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì.
Íàïîìíèì, ÷òî äåôåêò îïåðàòîðà K îòíîñèòåëüíî A ðàâåí íóëþ:
def K/A = 0, åñëè âìåñòå ñ K ≥ A èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî A−1 ≥ K−1,
èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, îïåðàòîð A−1K ïîäîáåí ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëü-
íîìó (ñì., íàïð., [1]).

21



Â ñèëó [1, Lemma 3.2] ñóùåñòâóåò òàêîé îãðàíè÷åííûé ðàâíîìåðíî ïîëî-
æèòåëüíûé îïåðàòîð G, ÷òî èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà H â
G-îðòîãîíàëüíóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ H1 è H2:

H = H1 +H2, (32)

èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðîâ GK è GB, ïðè÷åì
def (GK)1/(GA)1 = 0, (GK)2 � ðàâíîìåðíî ïîëîæèòåëüíûé îïåðà-
òîð, à (GA)2 � ðàâíîìåðíî îòðèöàòåëüíûé îïåðàòîð, ãäå (GK)j è
(GA)j � ñóæåíèÿ îïåðàòîðîâ GK è GA íà Hj, j = 1, 2. Ïîñêîëüêó
def (GK)1/(GA)1 = 0, òî îïåðàòîð (GA)−1

1 (GK)1 ïîäîáåí ðàâíîìåðíî ïî-
ëîæèòåëüíîìó è ïîòîìó åãî ñïåêòð ïîëîæèòåëåí. Èç ïîëîæèòåëüíîñòè
(GK)2 è îòðèöàòåëüíîñòè (GA)2 èìååì ïîäîáèå îïåðàòîðà (GA)−1

2 (GK)2

îòðèöàòåëüíîìó îïåðàòîðó, à ïîòîìó åãî ñïåêòð îòðèöàòåëåí. Ñëåäî-
âàòåëüíî, êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòîðà
A−1K = (GA)−1(GK) ðàâíî ðàçìåðíîñòè ïîäïðîñòðàíñòâà H2, êîòîðàÿ
ñîâïàäàåò ñ N(A)−N(K). Ïîñêîëüêó N(L) = N(A−1K), òî óòâåðæäåíèå
(a) äîêàçàíî.
(b) Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è äëÿ (a), ïîëîæèâ áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè −α = 1. Ðàññìîòðèì îïåðàòîðû (A + ε)−1(K + ε).
Òàê êàê îïåðàòîðû A + ε è K + ε îãðàíè÷åíû è îãðàíè÷åííî îáðàòèìû
è äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ε èìååì N(A + ε) = N(A) è N(K + ε) = N(K),
òî â ñèëó (a) ïîëó÷àåì N((A + ε)−1(K + ε)) = N(A) + N(K). Ïîñêîëü-
êó ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ îïåðàòîðà A−1K êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íå ìåíüøå N(A−1K) ≥ N(K) − N(A) è â òîæå
âðåìÿ ðàâíî N(K)−N(A), òî N(L) = N(A−1K) = N(K)−N(A).
(c) Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ (29) è (30) ïðè α > 0 è β > 0 âûïîëíÿþòñÿ
îäíîâðåìåííî, íàïðèìåð, ïðè β = 1/α, òî áóäåì ðàññìàòðèâàòü (29) è
ïåðåïèøåì óñëîâèå íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ îïåðàòîðíîãî ïó÷êà â
ñëåäóþùåì âèäå:

(A + αK)x = (γ + α)Kx. (33)
Èç íåîòðèöàòåëüíîñòè îïåðàòîðà A+αK ñëåäóåò, ÷òî ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèÿì γ < −α îòâå÷àþò K-îòðèöàòåëüíûå âåêòîðû, à ñîáñòâåííûì çíà÷å-
íèÿì γ > −α K-ïîëîæèòåëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
nα(K) êîëè÷åñòâî ñ ó÷åòîì êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé γ < −α è
n(K) = N(K)− nα(K).
Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî èç íåîòðèöàòåëüíîñòè îïåðàòîðà 1

α
A+K ñëåäó-

åò, ÷òî ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì −α < γ < 0 îòâå÷àþò A-îòðèöàòåëüíûå
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ñîáñòâåííûå âåêòîðû, à ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì âíå [−α, 0] A-ïîëîæè-
òåëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû. Îáîçíà÷èì ÷åðåç nα(A) êîëè÷åñòâî ñ ó÷å-
òîì êðàòíîñòè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé −α < γ < 0 è n(A) = N(A)−nα(A).
Òàê êàê êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïó÷êà L(γ)
ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé îïåðàòî-
ðà A−1K, òî îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà N(A−1K) = N(A) + N(K).
Èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A−1K èìååò N(K)-ìåðíîå K-
íåïîëîæèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî LK . Ñëåäîâàòåëüíî,
σ(A−1K|LK) ⊂ [−1/α, 0) è ïîòîìó êîðíåâîé ëèíåàë L−1/α(A−1K) îïå-
ðàòîðà A−1K, îòâå÷àþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ γ = −1/α, ñîäåðæèò
n(K)-ìåðíîå K-íåïîëîæèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî A−1K ïîä-
ïðîñòðàíñòâî.
Àíàëîãè÷íî èç òåîðåìû 3 ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A−1K èìååò N(A)-
ìåðíîå A-íåïîëîæèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî LA. Ñëåäîâà-
òåëüíî, σ(A−1K|LA) ⊂ (∞,−1/α] è ïîòîìó L−1/α(A−1K) ñîäåðæèò n(A)-
ìåðíîå A-íåïîëîæèòåëüíîå èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî A−1K ïîäïðî-
ñòðàíñòâî.
Ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà ker (A−1K + 1/α):

ker (A−1K + 1/α) = L0 + L+
A + L−A, (34)

ãäå L0 � A-íåéòðàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî è òàêîå, ÷òî (Ax, y) = 0 ïðè
âñåõ x ∈ L0, y ∈ ker (A−1K + 1/α), L+ � A-ïîëîæèòåëüíîå ïîäïðîñòðàí-
ñòâî, à L− � A-îòðèöàòåëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Â ðàçëîæåíèè (34) ñî-
ñòàâëÿþùàÿ L0 îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì, òàêæå íå ìåíÿþòñÿ
ðàçìåðíîñòè L±, õîòÿ ñàìè ïîäïðîñòðàíñòâà îïðåäåëÿþòñÿ, âîîáùå ãî-
âîðÿ, íåîäíîçíà÷íî.
Òàê êàê îïåðàòîð A−1K + 1/α ÿâëÿåòñÿ A-íåîòðèöàòåëüíûì:

A(A−1K + 1/α) = 1/α(A + αK) ≥ 0,

òî âåêòîðû èç L0 è òîëüêî ýòè âåêòîðû èìåþò ïðèñîåäèíåííûå, äëèíû
æîðäàíîâûõ öåïî÷åê ðàâíû 2 è â ëèíåéíîé îáîëî÷êå âåêòîðîâ èç æîðäà-
íîâîé öåïî÷êè åñòü êàê A-ïîëîæèòåëüíûå, òàê è A-îòðèöàòåëüíûå âåê-
òîðû (ñì., íàïðèì., [2]). Ñëåäîâàòåëüíî,

dim L−1/α(A−1K) = 2dimL0 + dimL+
A + dimL−A. (35)

Îòñþäà,
n(A) = dimL0 + dimL−A. (36)
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Òàê êàê èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå, àíàëîãè÷íîå (34):

ker (A−1K + 1/α) = L0 + L+
K + L−K , (37)

ñ òåì æå ïðîñòðàíñòâîì L0, L±K = L∓A, òî
n(K) = dimL0 + dimL−K = dimL0 + dimL+

A. (38)

Òàêèì îáðàçîì, èç (36) è (38) ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð A−1K èìååò ðîâíî
N(A) + N(K) îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, à ïîòîìó N(L) =
N(A) + N(K).
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