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Les fonctions &lémentaires fondamentales sont les fonctions que
1'on rencontre dans 1'enseignement secondaire. En voici la liste : les
polyndmes, exp x , sin x , cos » lInx , arc sin x , arc tg x , arc cos x.
Les fonctions &lémentaires de plusieurs variables sont les fonctions que
1'on peut obtenir 3 partir de fonctions coordonnées et des fonctions &lémen-
taires fondamentales,d 1'aide des opérations arithmétiques, de la super-

position, et des dérivations. Par exemple, la fonction

f(x,y) = ln[arc tg(x+exp sin y)+xy] (1)

est une fonction élémentaire de deux variables. Ces fonctions s'é&crivent sous
la forme de formules du type de (1) qui peuvent &tre simples ou tr&s com-

pliquées.

Nous montrons ici que, sous certaines restrictions, un systéme de
n équations €lémentaires & n variables réelles a un nombre fini de racines,
et que, plus les formules qui interviennent sont "raisonnables", plus la ma-

joration que nous obtenons pour ce nombre est bonne.

Nous montrons aussi que pour des systémes d'équations élémentaires
d'un certain nombre de variables réelles, on a un analogue du Théoréme de
Bezout (selon lequel un systéme de n é&quations polyndmiales 3 n variables
complexes poss&de un nombre fini de racines isolées, et 1'estimation donnée

par Bezout est d'autant meilleure que le degré des polyndmes est faible).
I1 faut encore faire quelques restrictions sans lesquelles 1'exten-
tion du théor2me de Bezout ne peut &tre faite : ainsi 1'&quation simple
sin x = 0

a une infinité de racines ! La solution la plus simple consiste 2 exclure
totalement les fonctions sin et cos des fonctions &lémentaires. Cette

restriction est tout-a-fait suffisante. Bien sfir, nous supposons aussi que

dans les formules du type 1In f(x) ou arc sin g(x) on sous-entend que




1'on ne recherche les racines du systéme que dans les ouverts ol

f(x) >0 ou -1 <g(x) <1.

De plus nous supposons que le systéme (n équations 3 n inconnues)
a seulement des racines isolées. Mais cette restriction est nécessaire
dans le cas classique (Bezout).

Cependant , on regarde avec tristesse s'éloigner de la scene
les merveilleuses fonctions sin x et cos x ! Alors gardons-les ! Mais
on doit alors, au lieu de conmsidérer le nombre de racines du systéme dans
1'espace entier (qui peut &tre infini), ne considérer ce nombre que pour
des racines contenues dans des ouverts particuliers. Ces ouverts sont cons=
truits en méme temps que les fonctions, et dépendent de paramétres.
Voici la régle pour les comstruire : si, dans le processus de construction
de fonctions élémentaires on rencontre un terme sin f(x) ou cos f(x) ,
il faut ne considérer les racines que dans 1'ouvert B < f(x) <A, A et

B &tant des paramdtres. Il faut aussi considérer que la formule est d'

=]

autant plus complexe que le nombre est grand. L'in-
clusion des fonctions sin x et cos X se révele trés utile et conduit

3 des applications aux systé&mes d'équations algébriques 2.

Notre rédaction est quelque peu informelle et de nombreux détails

manquent. Ceci pour troisraisons :
1) Les idées principales sont ainsi plus apparentes -

2) Les raisonnements peuvent &tre facilement complétés en s'inspirant par

exemple de [1]

3) Nous publierons trés prochainement la description formelle et précise
d'une classe de fonctions encore plus grande et qui poss@de des propriétés

analogues.
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Mais donnons d'abord un résumé de la Théorie de Liouville. Cette
théorie est trés proche de la ndtre. On montre que les équations différen-
tielles simples ne peuvent avoir que des solutions &lémentaires simples

(ou alors ce ne sont pas des fonctions €lémentaires).

Des formules compliquées ne peuvent satisfaire 2 des €quations
simples. Plus précisément, si une formule compliquée satisfait 3 une équa-
tion simple, alors c'est qu'elle peut étre simplifiée en une formule plus

simple.

Le procé&dé de simplification repose sur 1l'introduction des para-
métres de Liouville, qui nous sont tré@s utiles. C'est pourquoi nous allons
présenter sommairement la th&orie de Liouville méme si elle n'a pas d'inter-

section avec la ndtre.

§ 1. Résumé de la théorie de Liouville

1.1. Il existe de nombreuses manidres légdrement différentes de définir

une classe de fonctions élémentaires. Celle que nous considérons ici différe
quelque peu de celle que nous utiliserons dans la suite de 1l'article. Pour
distinguer nettement cette classe, nous l'appellerons classe des fonctions
de Liouville (Liouville a lui-méme considéré de nombreuses classes de

fonctions, par exemple celle que 1'on obtient par quadratures,...)

Définition : Une fonction de Liouville est une fonction multivaluée d'une

variable complexe, que 1'on peut obtenir 2 partir de fonctions &lémentaires
(cf. leur liste plus haut) & 1'aide d'opérations arithmétiques, de super-
positions et de différentiations, ainsi que par 1'intermédiaire de résolutions

d'équations algébriques(dont les coefficients soient des fonctions de Liouville).

Ceci signifie que si f1 et f2 sont des fonctions de Liouville,

f /f2 , et fi sont encore des

les fonctions f. f f.+f 2 &
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fonctions de Liouville ; si f vérifie 1'équation algébrique

el +E =0
1 n

oii les fi sont des fonctions de Liouville, alors f est encore une

fonction de Liouville.

Remarque : Il faut prendre quelques soins dans le calcul de fonctions mul-
tivaluées. Ainsi, il y a deux fonctions qui s'écrivent ZV? + 2V§‘:

la fonction nulle et ZZWF . Dans la définition précé&dente, il faut entendre
“la somme de ...", par exemple comme "chacune des fonctions qui peuvent

se réprésenter comme la somme..." .

1.2 Liouville remarque que pour construire les fonctions &élémentaires d'une
variable complexe, il suffit, outre les polyndmes, de disposer de deux

fonctions &lémentaires : exp x et 1ln x . Ainsi, on a par exemple

CO8 X = %[exp(ix) + exp(=ix)]

1 i-x
arc tg x -2—{[1n 11'0_!] , etc..

1.3 Liouville construit ensuite inductivement une classe de fonctioms,
pour laquelle il démontre qu'elle coincide avec celle des fonctions de

Liouville. Voici la comstruction :

a) Une fonction d'ordre zéro est une fonction algébrique d'une variable

complexe.

b) Supposons construites les fonctionms d'ordre k . Définissons les mondmes
d'ordre (k+1) : une fonction f s'appelle monSme d'ordre (k+1) si elle
n'est pas d'ordre inférieur ou égal 2 k et si elle s'écrit exp g , ou bien

Ing, avec g fonction d'ordre k .
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c) Une fonction f est dite fonction d'ordre (k+l) si elle n'est pas
d'ordre inférieur ou égal 2 k et si elle vérifie une équation algébrique

de la forme

e 7l 4 L+ E =0
1 n

ol les f.1 sont des fonctions rationnelles de mondmes d'ordre k+l1 et de

fonctions d'ordre < k .

Le théoréme (de Liouville) affirme que les fonctions de Liouville,
sont exactement les fonctions d'ordre fini (selon la construction précé-
dente). La démonstration exige seulement de vérifier que la classe des fonc-
tions d'ordre fini est fermée pour les opérations de superposition et al.,

ce qui n'est pas difficile.

1.4 Remarquons maintenant une circonstance tout a fait favorable : pour
construire la classe des fonctionsd'ordre fini, nous pouvons nous passer
de 1'opération de superposition (dont le caractére non-différentiel algé-

brique est génant) : en effet, la fonction
y = exp f(x)

peut étre définie comme la solution de 1'E&quation différentielle

y' = t'y
la fonction

y =1ln f
comme celle de

y' = £'/f

C'est miraculeux !
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Si au départ nous Etions partis de la fonction gamma d'Euler, nous
n'aurions rien pu faire avec les mondmes T(f(x)) ; la fonction expl(x)
satisfait 1'équation

y' = Py
mais la fonction y = TF(exp x) ne vérifie aucune équation différentielle

algébrique.

1. Ecriture &conomique

Par définition, une fonction d'ordre k s'écrit

(2) y(x) = F(ylv R ’ zlv"'izN) »

n

F étant une fonction algébrique de m+N variables, ¥y des mondmes

d'ordre k et zj des fonctions de Liouville d'ordre < k .

Une écriture &conomique de (2) est une formule du type (2) comportant le

nombre minimal m de mondmes (parmi toutes les représentations possibles).

1.1 Principe de Liouville : Toute relation algébrique

(3) ¢(y1,...,ym,u1,....up) =0

reliant entre eux - des mondmes d'ordre k,  LRERT d'une écriture écono-
mique d'une fonction y et des fonctions d'ordre inférieur ul....,up
doit &tre une identité par rapport aux premiers m arguments, i.e. la fonc-

tion (x fixe)

(3') f(}'l,---,ym) - ¢(y1v-°°|_Vmiu1(X),...,Up(x))
est identiquement nulle.

En effet, si (3) n'était pas une identité&, par exemple par rapport au

premier argument, alors la fonction yl(x) s'exprimerait algébriquement 2
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1'aide des fonctions YoseessVy » ul,....up , ce qui permettrait de diminuer

le nombre des mondmes dans une écriture Economique de vy(x)

1.2 L'outil de la théorie de Liouville qui nous sera le plus utile est

l'utilisation des paramétres de Liouville. Voici un exemple sur un énoncé dil

d Liouville, et sa démonstration, pour montrer ce que sont ces paramétres.

Théoréme de Liouville : Si 1'intégrale d'une fonction algébrique v(x) est une

fonction de Liouville, i.e. y = ‘r v(x)dx est de Liouville, alors elle s'écrit
n
(4) y(x) =y (x) + iEI o 1oy, (x)

oll les y; sont des fonctions algébriques univaluées sur la surface de

Riemann de la fonction v(x) , i.e.
yi(x) - Ri(x.V(x)) .
R.1 étant des fonctions rationnelles.

Corollaire : Aucune différentielle de premier type n'admet d'intégrale qui
soit une fonction &lémentaire. En effet, il est facile de vérifier que si vy
est du type de (4), la forme dy a nécessairement des singularités sur la

surface de Riemann de v .

1.3 Idée de démonstration : Soit

(5) y = F(yl....,ym 3 zl,...,zN)

une représentation minimale de 1'intégrale de v ,

y' = vix)

oil les y; sont des mondmes d'ordre k , les zj des fonctions €lémentaires

d'ordre strictement inférieur. Montrons d'abord qu'il ne peut y avoir de mondmes

exponentiels d'ordre k . Supposons que




T
y, = exp £, (x)

1.4, Param@tre de Liouville pour les exponentielles. Montrons dans ce

cas que pour toute valeur du paramétre t 1la fonction
(6) y(x,£) = F(t y; (x),y,(x), ..,y (x),..,2g(x))
est aussi une intégrale de v , i.e.

y'(x,t) = vi(x) L

En effet, en dérivant (5) on obtient

oF ¢ oF aF
(7) — «f. y. + I — y! 4+ 5= -z! = vy(x)
oy, 1 71 45 W 7R 3z; i

Remplagons dans (7) 1'expression des y;

si
y; < exp(fi)——; fiyi

y; = In £, —— £/,

Une fois ceci fait, la formule (7) devient une relation algébrique entre les

k-mondmes Yyseees¥y et les fonctions d'ordre inférieur.

D'aprés le principe de Liouville cette relation doit &tre une identité

en y, . Pour t fixé, posons
v, =ty,(x) ,
cette fonction vérifie encore la relation
' :
1 = 9
Donc dans (7) on obtient que y(x,t) est encore une fonction intégrale de

v , donc

(8) y(x,t) = ©(t) + F(yl(x).zz(x),...,zN(x)) .
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En dérivant (8) par rapport & t et pour t =0

aF

(9) Iy
1

y, = C

ce qui nous donne encore une relation algébrique entre Yyreees¥, et des
fonctions d'ordre inférieur. D'apr@s le principe de Liouville la relation

(9) donne une identité en Yy » i.e.
aF
(10) Wl(yl’y?-"”'zN)yl = C
en intégrant on obtient
F(y,yz,...) = C1 in y, + F(yo,yz....)
Mais y, = exp £, , d'oll une &limination de y, damns F .

F=Cf +Fly,y,(x),...)

1.5. Paramétre de Liouville pour le logarithme

Supposons maintenant que
Y, = In fl

est un mondme logarithmique d'ordre supérieur. Considérons la fonction

(11) y(x,t) = F(yl(x) +t , yz(x),...)

Un raisonnement analogue montre que pour t fix&, la fonction y(x,t)

| est encore une intégrale de v(x) , i.e.

(12) y(x,t) =@ (t) + F(yl(x).--)

En dérivant (12) par rapport 3 t, et posant t = 0 , on obtient

(13) g— £ /E. = C
71

G |
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qui doit &tre une identité (d'aprés le principe de Liouville). En intégrant
(13) on se convainc que les mondmes logarithmiques d'ordre supérieur ne

peuvent apparaitre dans F que sous une forme lin&aire.

1.7 Fin de la démonstration : Nous avons ainsi montré qu'une intégrale

élémentaire doit nécessairement avoir la forme

y(x) = L o ln fi(x) + qKzl,...,zN)

oll les fonctions fi et 2, sont d'ordre inférieur 3 k . Un raisonnement
analogue montre qu'une représentation minimale des fonctions fi qui appa-
raissent sous le signe "1a" ne peut contenir de mondmes exponentiels ou
logarithmiques de plus haut degré. Donc les fonctions f.1 sont algébriques
les fonctions Z ne sont pas d'ordre supérieur 2 celui des f; et donc
sont aussi algébriques. Un raisonnement algébrique simple montre que les

fonctions fi et w(zl,...,z ) sont univaluées sur la surface de Riemann

de v(x) .

1.8 Voici en quelques mots le schéma de la théorie de Liouville. Supposons
qu'une équation différentielle simple ait une solution y compliquée -
faisant intervenir des fonctions d'ordre &levé. Alors, si dans la formule

pour Yy

y = F(yl,...,yk,...)

on place t exp fl(x) 2 la place du mondme exponentiel de plus haut degré
yp = exp fl(x) , on doit encore obtenir une solution de 1'équation diffé-
rentielle. Sinon 1'équation conduit 2 une relation algébrique par rapport

3 ce mondme, et on peut 1'&liminer de 1'écriture de y .

De méme en ajoutant t au mondme logarithmique de poids le plus élevé
on obtient 3 nouveau une solution de 1'équation. Ceci permet de se débarasser
des mondmes de degrés &levés et de simplifier 1'expression de la solution

de 1'équation différentielle jusqu'a ce qu'elle prenne une forme simple.




ser

=12 =

2. Estimation générale du nombre de solutions d'un systdme

d'équations

On présente ici un schéma tout-3-fait général de majoration du nombre
de racines d'un syst@me d'équations & n inconnues 3 partir du nombre de

racines d'un syst2me auxiliaire d'@quations 3 (n+l) inconnues.

En général, la majoration du nombre de racines de ce systdme est tris
compliquée et ce schéma ne donne rien. Il faut choisir de manidre trds adé-
quate 1'inconnue supplémentaire. Pour des &quations construites avec les
fonctions €lémentaires cette méthode s'applique trds bien. Une méthode de
choix dans la direction de celui des paramdtres de Liouville sera indiquée
n

plus loin. Soit F : R"—— R" une application lisse de R" dans R

Nous voulons estimer le nombre de préimages du point 0 , c'est-3-dire
y = card(F—l(O))

Considérons une application arbitraire

F: R xR—— R

telle que
F(x,0) = F(x)

~

Supposons F-l(o) lisse, et ayant au plus m composantes non-compactes.

Théoréme : Le nombre de solutions du systdme F(x) = 0 ne dépasse pas de

plus de m le mombre de solutions du systdme

F(x,t) =0

oF
dét K(X,t) = 0

Preuve : Ce th&ordme résulte essentiellement du lemme de Rolle. Il est trés

intuitif et j'illustre sa preuve géométriquement :



courbe F(x, t)=0

x.
:’
Sur le dessin on a représenté la courbe F(x,t) = 0 . Pour chaque t fixé,

on a le systéme Fkx,tl) = 0 ;la courbe F(x,t) = 0 peut &tre considérée

comme le résultat du mouvement des racines de ce systéme quand t varie.

A un moment, il peut arriver des bifurcations des racines ; ou bien
la naissance de deux racines (points A,C,E) ou bien deux racines
peuvent se joindre et disparaitre (B,D,F) ou encore une racine peut partir
2 1'infini pour t fini (to) ou encore une racine peut naitre 2 partir de
1'infini en un temps fini. Appelons ligne de vie le chemin d'une racine de sa
naissance (3 1'infini ou en un point fini) 3 sa mwort (idem). Il y a sept

| lignes de vie sur la figure (la composante compacte en contient trois et 1'aut
quatre). Il est clair que le nombre de racines du syst&me F(x,tl) =0 en
un temps t quelconque, n'est pas supérieur au nombre de lignes de vie, et
ce nombre est exactement égal au nombre de naissances et de morts (en ume
partie finie de 1'espace) plus le nombre de composantes de la courbe. En effet,
comptons le nombre de bouts (finis ou infinis) de lignes de vie. D'une part
il y en a deux fois plus que de lignes de vie. D'autre part, chaque composante
non-compacte a deux bouts a 1'infini, mais en un point fini de naissance ou
de mort, convergent deux bouts finis de lignes de vie. Pour achever la démons-
tration, il reste 2 remarquer que le nombre de naissances et de morts finies

est &gal au ,nombre de solutions du systéme

F~(x,t) =0

oF
det 3;(x,t) =0
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En effet, en une confluence de racines, le déterminant de la matrice de

Jacobi doit s'annuler.

Lemme : Soit I © R" une courbe lisse. Si le nombre d'intersections trans-
verses de [I' avec une hypersurface quelconque ne dépasse pas m , alors la

courbe & au plus m composantes non-compactes.

Preuve : Supposons qu'existent (m+l) composantes non-compactes. Associons

3 chaque composante non-compacte deux points sur la sphire unité. L'un est

un point-limite de 1'ensemble des niﬂ sur la courbe dans une direction, l'autre
dans 1'autre (Figure).

On obtient 2(m+l) points sur la sphire (avec multiplicité). Faisons passer
par 0 un hyperplan ne contenant aucun de ces points. L'une des demi-sphéres
contient au moins (m+l) points. Si maintenant on déplace 1'hyperplan paral-
l2lement 2 lui-méme du cBté de cette demi-sphére et assez loin, il rencon-

trera la courbe au moins (m+l) fois, ce qui contredit 1'hypoth2se.

Remarque : On ne peut pas appliquer directement le lemme pour majorer le
nombre de composantes de Fkx,t) = 0 (dans les hypoth&ses du Théorame) :
parmi les hyperplans il y a 1'hyperplan t = 0 , qui rencontre la courbe
Fkx,t) = 0 justement selon le nombre cherch&. Cependant, le lemme peut étre
utile. Pour l'appliquer dans 1'espace (x,t) il faut faire un changement

astucieux decoordonnées, et appliquer le lemme 2 la courbe transformée.

3. Majoration du nombre de solutions d'un syst2me de quasi-

polyndmes

Théoréme (cf. [1]) Considérons un systime de n équations 3 n variables

réelles x = xl,...,xn 5 P1 B L. = Pn = 0 dans lequel les Pi sont des

polyndmes de degré m, de n+k inconnues x,y ; y = Yyseeoo¥y o ol
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y; = exp <aj,x > ,3J=1,...,k . Le nombre de solutions non-dégénérées de

ce systéme est fini et au plus égal 2

k 2k(k-l)/Z

mye..m (Z mi+1)

1

Preuve : Nous raisonnons par récurrence sur k . Le premier pas de la ré-
currence est le théoréme de Bezout. Remarquons que ce théoréme est valide
pour un nombre quelconque d'inconnues. Pour faire la preuve par récurrence
nous diminuerons le nombre k , mais augmenterons le nombre d'inconnues et
le degré des équations. Supposons donc connue l'estimation du nombre de solu-
tions d'un systéme de quasipolyndmes pour un nombre d'inconnues quelconque,

contenant k exponentielles. Soit

Pl(x,yl,...yk.y) =0
(1)

Pn(x .)’1, e ’yth) =0

ol

Y-

= exp<a.,x >
i P i’

Yy = expc<a,x >

un systéme de n é&quations 2 n inconnues, contenant (k+l) exponentielles.

On note ny le degré du i-i2me polyndme et

(2) F(x,y(x)) =0
ce systéme. Introduisons un paramétre t dans le systéme en posant
F(x,t) = F(x,t y(x)) .

D'aprés le théoréme (§ 2) le nombre de solutions du systdme (2) ne dépasse pas

le nombre de solutions du systéme
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E}x,t yx)) =0

aF _
det H(x't y(x)) =0

a4 (n+l) variables x,t , ajouté au nombre de composantes non-compactes

de la courbe ?kx.t y(x)) =0 .

Changement de variables dans 1'espace (x,t) : Effectuons dans 1'espace (x,t)

un changement de variables. Les nouvelles variables (x,u) se définissent

comme suit 3 partir des anciennes :

u= t exp<a,x>=t y(x)
ou

€t =u exp<-a,x >

Montrons que dans les nouvelles coordonnées le systéme (1) prend une forme

plus simple : il ne contient que k exponentiélles. En effet, calculons les

dérivées partielles des fonctions fi(x) = Pi(x,yl(x), .,yk(x),t y(x))

A, i api . api 3y1 . aPi . 3y
Ix. 9x. ax. 3 X .
*; ] ayl ] y ]

Mais Yy = exp<az,x >

Yy = exp<a,x >

ay 3 . of..
) X 5 4 —=
Donc ax, ~ 8 Yy et 3 a’y . Donc 5%,  ©8t un polyndme de

i j
X;¥1»+--¥, et de u =ty et son degré est au plus &gal 2 m, . Donc dans

ces nouvelles variables det %; sera un polyndme en X,¥yre-+sY, €t enu

n
dont le degré sera au plus égal 2a I m,

i=1

Avec ces nouvelles coordonnées (x,u) le lemme du § 2 permet de majorer

~

le nombre de composantes non-compactes de la courbe F(x,t y(x)) =0 . Il

est au plus &gal au nombre de solutions du systéme F(x,u) =0 , L(x,u) =

11x1+ see * £nxn + fu + 20 = 0 . Donc le nombre de solutions du systdme

Pi(xlyl,...,yk,y) = 0 est majoré par le nombre de solutions du systéme
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Pi(x’yl' see ’yk'u) =0

oF
2(x,u) dét B (x,u) = 0

n
: B mi+1 , qui contient moins d'exponentielles
i=1
(mais plus d'inconnues xl,...,xn,u) . La récurrence est pratiquement achevée.

de degré Wyyeeesm
Il reste 3 terminer le calcul. En E€liminant par le méme proc&dé une autre
exponentielle, nous aboutissons 2 un syst2me de quasipolyndmes de degrés
Myyeee,@ (E mi+1) . m + (2 mi+1) +1=2(ZC mi+1) etc. Finalement
nous obtenons un systdme d'équations polyndmiales de (n+k) variables de

k-1
degrés Wyyeeesl pX m, + B tese 2 (L mi+1) .

D'aprés le théor@me de Bezout, le nombre de solutions du systéme
est au plus égal 2

n

mx...xm (I m +1)* Pk (k=1)/2
n . i
i=1
Ceci achéve la démonstration.
Remarque : La preuve n'est pas vraiment achevée. Il manque un point

essentiel : aprés introduction du paramétre t le syst2me peut devenir (trés)
dégénéré, et la récurrence est bloquée. Il faut donc prendre quelques précau-
tions. La preuve compléte comprend encore une déformation supplémentaire du sys-

téme et le recours A Sard. Les détails sont rédigés dans [1] .

4, Une variante de l'estimation du nombre de racines d'un systéme

d'équations

Il nous sera utile d'avoir un schéma 1&gérement plus général de 1l'esti-

mation du nombre des racines que celui du §2. Nous nous plagons dans R".

n

Soit F : U —— R" une application lisse d'un ouvert U de R
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dans R" . Nous voulons 2 présent estimer le nombre des préimages de O .

Considérons une application lisse quelconque F:V—— R" de

VeER® x R telle que

¥ (x,0) = F(x) dans U

Ee.

Soit W un ouvert tel que W V et (x,0) € Wems x € U et que

WW soit une variété de dimension n , 2 un ensemble de dimension < n
nt prés. (1-‘~(x,t) = 0} est supposé lisse, et transversal 2 aW .

Théoréme : Le nombre de solutions du systéme F(x) = 0 dans U ne dépasse

pas le nombre de solutions de
~ .. oF
F(x,t) = 0 dét —ax(x,t) =0

dans 1'ouvert W , ajouté 3 la moitié du nombre de points d'intersection de
la courbe ?(x,t) = 0 avec la frontidre de l'ouvert W , et de la moitié

du nombre de "bouts 2 1'infini" de la courbe
Flx,t) = 0

Lemme : Si le nombre d'intersections transverses d'une courbe I contenue
dans W avec un hyperplan quelconque ne dépasse pas m , alors la courbe

I'a au plus "2m bouts 3 1'infini".

Preuve : Celles de ce lemme et du théor2me qui le précdde miment les arguments

du paragraphe 2,
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5. Estimation du nombre de solutions d'un syst2me de quasi-

polyndmes trigonométriques

Théoréme : Considérons un systéme de n é&quations 3 n variables réelles

XygooasX o
3? n

dans lequel les Pi sont des polyndmes de degrés m, de n+k+2p variables
réelles x,y,u,v ;
Y = Yyseeos¥y

V= U e,V
U= Ujyeea,u

p
et yj = exp <aj,x 3§ wil0e0k
et
uq = gin <bq,x >
vq = cos <bq,x >5 @ = lyeee,p v

Le nombre de solutions non-dégénérées de ce systéme dans 1'ouvert défini

par
|<bq,x >| < nlz > (R

est borné et ne dépasse pas

Lo+k) (p+k-1)
y (ori) P 2

ees M I m.+p+l
m, K ( m. +p
Preuve : La récurrence porte sur le nombre de sinus et de cosinus. A la
premidre &tape on a un syst3me ne contenant pas de sinus et de cosinus, mais
contenant deux variables qui apparaissent de manilre polynomiale, et reliées

par des relations polynomiales.

Supposons le théor&me démontré pour un systé@me contenant p paires desinus

et de cosinus. Considérons un syst@me avec (p+l) paires sin et cos
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Pi(x,y,ul,vl,...,up,vp,u,v) a0 o Lwl oo

X = XyyeeesXy Y = YyreeeoVp -

yj = exp< aj,x > j=1,...,k

u = sin<b _,x >
q q
q=1l,...5p

v_= cos <b_,x 3
q q

et

u = sin<b,x >

v = cos <b,x >

restreintes par
-%<<bq,x> < /2 q=1l,...,p et =n/2 < < b,x><w/2

Introduisons un paramétre t dans le systéme de la maniére suivante :

Posons

Pi(x,t) = Pi(x,yl(x),...,ul(x),vl(x),...,up(x),vp(x))
gin(< b,x >+t) = 0
cos(<b,x >+t) =0 5
Considérons dans 1'espace-temps (x,t) 1'ouvert
-n/2 < <b,x >+t < /2
avec les restrictions complémentaires
s q "5 ,d0,p 2

-n/2 < <b¢x > < w/2

Dans cet ouvert introduisons de nouvelles coordonnées :

Changement de coordonnées en (x,t) : Effectuons un changement de variables.

Les nouvelles variables (x,u) s'expriment de la mani2re suivante 2 partir
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des anciennes
u=sin( <b,x >+ t )
Les anciennes variables s'expriment 3 partir des nouvelles (dans 1'ouvert)
t = arc sinu -<b,x > .

L'ouvert est défini dans les nouvelles coordonnées par

-1 <u<l ;—n/2<<bq.x> < w2,

q=1l,...490 .

Appliquons maintenant le théor&me de 4. Il faut remarquer que le jacobien
9P (x,t)

du systéme, soit det
ox

est un polyndme de degré au plus &gal 2

L m; en les variables X,¥,Us,Vi,u,v od
v = gin(< b,x > +t) 5

Les variables u,v sont relifes par la relation

en les variables x,u,v , et ce systdme contient moins de termes trigono-

métriques. Les solutions qui nous intéressent appartiennent 3 1'ouvert

-m/2 < < bq,x > <m/2 -

Le nombre de solutions de tels syst2mes est majoré par hypothése de récurrence.

Il reste 2 majorer le nombre de bouts finis et infinis de la courbe P(x,t) =0.
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Dans les nouvelles coordonnées les bouts finis sont définis par les inter-

sections avec

<b'x>=ﬂ/2
q
Q™= 1,.009p

< bq,x > = -/2

Le nombre de bouts "infinis" est majoré par le double du nombre
d'intersections de P(x,u) = 0 avec un hyperplan arbitraire. Ainsi le

nombre de solutions du systéme est majoré par le nombre de solutions du

systéme
u2+v2 =1
Pi(x,... ) =0
(*) Lekyen. lp dét %g(xﬂﬂ =0

ol £,... lp sont des fonctions linéaires de (x,u,v) . On a ajouté& deux
variables (u,v) au systéme, et une équation du second degré, ainsi.que
1'&quation (*) qui est de degré £ L m, +p + 1 . On peut alors appliquer

1'hypoth&se de récurrence.

Pour obtenir la formule du théor2me, il faut faire les remarques sui-
vantes : 1'&quation u2+v2 = 1 va augmenter le degré de tous les jacobiens
par 1 et non par 2 , puisqu'il n'y apparait pas de terme exp , sin , cos .

On peut en dire autant des &quations
u? + v? = ]
4 i

qui vont apparaitre dans les &tapes successives de la récurrence. De plus,
il vaut mieux éliminer d'abord sin , cos , et ensuite exp (si on op@re

dans 1'autre sens, 1l'estimation obtenue est lég&rement moins bonne) en

éliminant sin<b,x > et cos<b,x > nous &liminons en méme temps les "murs"
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<b,x> =x7u/2 .

Ceci ach@ve la démonstration (modulo la méme remarque qu'a la fin

du §3)

6. Fonctions élémentaires de plusieurs variables réelles

Considérons 1'ensemble des fonctions élémentaires réelles, i.e.
des fonctions qui sont les fonctions coordonnées de R" , des fonctions
élémentaires d'une variable (exp, ln , sin , arc sin , cos, arc cos , (- S
arc tg) et de la famille engendrée par superposition et opérations arithmé-

tiques.

Cette famille sera automatiquement close par différentiation. La formule

@w(z) = 1In f(x)

signifie qu'on considére la fonction (¢ uniquement dans
{x;£(x) > 0}

Des remarques analogues s'appliquent 23 arc gin f(x) , arc cos f(x) ,

f(x)/g(x) .

Construction d'une classe de fonctions élémentaires réelles :

a) Une fonction d'ordre O est une fonction rationnelle de plusieurs

variables, i.e.
P(x)/Q(x) -

(P,Q polyndmes). Cette fonction est définie dans Q(x) # 0 .Denotre

point de vue, x et xZ/x différent : la seconde n'é&tant pas définie en O .

Supposons définies les fonctions d'ordre k . Définissons des fonctions

d'ordre k+1 .
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b) une fonction g du type

exp f(x)

In f(x)

sin f(x)

arc sin f(x) avec f fonction d'ordre k
cos f(x)

arc cos f(x)

arc tg f(x)
et telle que g n'est pas une fonction d'ordre < k et s'appelle mondme
d'ordre k+1 . Son domaine de définition est le sous—ensemble de celui de
f qui permet d'effectuer la superposition correspondante. Par exemple

g(x) = Iln f(x) est définie dans {x ; £(x) > 0}

c) Une fonction g qui n'est pas d'ordre < k et qui se représente sous
la forme P/Q , ol P et Q sont des fonctions rationnelles de mondmes

d'ordre k et de fonction d'ordre inférieur s'appelle fonction d'ordre k+l.

Son domaine de définition est le sous-ensemble défini par les domaines de

définition qui interviennent , et par Q#0.

d) Une fonction élémentaire est une fonction d'ordre fini.

e) Structure des fonctions &lémentaires : On voit apparaitre des données

discrétes et des données continues. Les coefficients des fonctions ration-
nelles sont des nombres quelconques, mais le degré des polyndmes, le nombre
et 1'ordre des superpositions exp , In, ... sont des données discrétes.

La famille des données discré@tes qui interviennent dans la définition d'une

fonction f s'appellera complexité de f .
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7. Estimation du nombre de solutions d'un syst@me d'&quations

€lémentaires

Des équations E&lémentaires trés simples peuvent avoir une infinité de

racines :

sinx =0 !

Nous définissons un domaine réduit dans lequel de tels phénoménes ne se
produisent pas. De tels ouverts sont construits en méme temps que les fonctioms
élémentaires et dépendent de paramdtres. Supposons d&€jd définis ces ouverts
pour les fonctions d'ordre k , et définissons-les pour les fonctions d'ordre
k+l . Pour les mondmes sin f(x) et cos f(x) , c'est 1l'ouvert du domaine

déja défini pour f , défini par

B < f(x) < A S

A et B é&tant des paramétres.

Pour les autres mondmes d'ordre k+1 (exp £(x) , ln f(x),... c'est
1'ouvert défini par l'ensemble des points dé€ja définis pour f , mais ol
f est positive. Pour des fonction f d'ordre (k+1) , c'est le sous-ouvert
défini par 1'intersection des domaines de définition des monOmes qui inter-

viennent dans f , et par Q # 0 , ol

f = P/Q

Complexité d'une fonction Elémentaire dans le domaine de définition :

C'est une caractéristique 3 la fois de la fonction et de son domaine d'exis-
tence. On la définit comme plus haut, mais chaque fois que 1'on rencontre

des mon8mes sin f(x) , cos f(x) , et une infgalité

B < f(x) <A
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On ajoute 2 la complexité le nombre [ é%514-1 .

| Théoréme : Le nombre de solutions non-dégénérées d'un systéme de n fonc-

} tions élémentaires 3 n variables réelles
fl(xl,...,xn) = .. = fn(xl""'xn) =0

\
| (dans 1'intersection des domaines de définition des fi) est fini et peut
\

2tre majoré en fonction de la famille des complexités des fonctioms fi .

Schéma de preuve : La preuve se fait encore par récurrence et selon 1'ordre

des fonctions fi . Pour des fonctions d'ordre zéro le Th&orZme est un
corollaire de Bezout. Supposons le théoréme démontré pour des fi d'ordre
<k, et considérons un systéme oill les fi sont d'ordre < k+1 . Pour de
telles fonctions, on &tablit une récurrence sur le nombre des mondmes d'ordre
k+l qui apparait dans fi . On élimine peu A peu les mondmes d'ordre k+l ,

selon la procédure déja rencontrée ( §3. et §5.).

1) Elimination d'un mondme exponentiel : Soit F(x,y(x)) = 0 une systime

d'équations Elémentaires oll on a le mondme y = exp f£(x) . Introduisons le

paramétre ¢t par

F(x,t) = F(x,t y(x))

En utilisant le théoréme des §2 et 4. on simplifie le syst&me par le changement

de coordonnées (x,t) ——(x,u) , u =t exp f(x) , (cf.§3.).

2) Elimination des mondmes sin f(x) et cos f(x) : On suppose que le

domaines de définition est

B< f(x) < A

Remplagons [B,A] par des segments [Bi'Ai] de longueur < v de manidre

que le nombre des segments ne dépasse pas [AEEJ +1 .
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I1 suffit d'estimer le nombre de solutions sur chacun des segments

Ai+B.
Bi < f(x) < Ai . Posons g(x) = f(x)-—ci » €y = 7

ma joration du nombre de racines de systémes avec les mondmes sin g(x) ,

. Considérons une

cos g(x) et les restrictions

-m/2 < g(x) < n/2 %

Soit F(x,u(x),v(x)) = 0 un systéme d'&quations &lémentaires ol apparaissent

les mondmes

e
u = gin g(x)
v = cos g(x)
Introduisons un paramétre t par
dre :
P(x,t) = F(x,sin(g(x)+t), cos (g(x)+t))
’
En utilisant le th&or&me de §4.on simplifie le systéme 3 1'aide du change-
ment de coordonnées
(x,t) —— (x,u) ol u = sin(g(x)+t)
On fait disparaitre les mondmes sin g(x) et cos f(x) , (on ajoute les variables
u,v relies par u2+v2 = 1) . ef. §5.
s 3) Eliminations des mondmes 1ln f(x) , arc tg f(x) , arc sin f(x) , arc cos f(x).

Soit F(x,y(x)) = 0 un systdme d'équations ol apparait y(x) = ln x . On
introduit dans ce systéme le paramétre t par P(x,t) = F(x,y(x)+t)
On utilise le th&or@me 4. Le systdme obtenu se simplifie grdce au changement

de coordonnées

<x’t> 4——»<x’u>

ol u= ln[f(x;}t .
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De la méme fagon on introduit un paramétre t pour les autres fonctions.

Les fonctions 1n f(x) , arc tg f(x) , arc sin f(x) , arc cos f(x) ont
des dérivées plus simples (qui sont des fonctions d'ordre k ). L'addition

d'un param@tre t ne change pas ces dérivées.

8. Généralisations et applications

1) Généralisation de la classe de fonctions : Je n'ai pas cherché laplus grande

généralité, au contraire. Chaque classe de fonctions a ses théormes de
finitude. Bien entendu, tout ce qui précéde s'applique aux fonctions répré-
sentables par quadratures (une variante unidimensionnelle est traitée dans

2D .

Il existe une extension plus générale. Entre l'introduction des solu-
tions d'é&quations différentielles du ler et 2&me ordre, il y a une différence

fondamentale. y(x)

Exemple : Soit y' = P(x,y) , P polyndme m

En deux zéros voisins a et b de y la dérivée y' change de signe.

Donc entre a et b, £(x)»P(x,0) doit s'annuler. Donc le nombre des zéros de

y est fini et au plus &gal au degré de P .

Ceci n'a plus du tout lieu avec les &quations du second ordre.
L'équation trés simple y" =y a pour solution y = sin x (cependant, cette
fonction a pu &tre considérée parcequ'elle vérifiait une Eéquation différen-

tielle du premier ordre :

42
y' = Vli-y

qui est tout-a-fait régulidre dans

|sin x| <1

i.e. -n/2 <x < n/2 .
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La généralisation des &quations du ler ordre est la classe des Equations

¢ de Pfaff. Leur solution donne &galement lieu & la construction de fonctions
tion non-oscillantes.
Supposons construites n fonctions de (n+l) variables
Fi(xl,....xn,xn+1) . Supposons que y(xl,...,xn) satisfasse
B ande -%%i = Fi(xl,....xn,y) b B e
2 Alors y est considérée comme construite.
ré-
Cette méthode permet de construire une large classe de fonctions, plus
5 grande que celle des fonctions &lé&mentaires, et 2 laquelle s'appliquent les
théorgmes de finitude [1] .
lu-
Nous donnerons prochainement des détails sur cette classe.
rence
2) Généralisation de la classe d'&quations : Il n'est pas nécessaire de ne
considérer que des sytémes de n &quations & n inconnues, et leurs zéros
non-dégénérés. On peut considérer par exemple un systéme de k @&quations
A (k< n) définissant une variété& lisse de dimension (n-k) . On peut montrer
qu'une telle variété a le type d'homotopie d'un complexe fini et ce nombre
peut &tre majoré par une fonction de la complexité du systéme (cf. [1]). On peut
considérer des variétés singuliéres. Elles ont une stratification finie,..
tte

On peut aussi considérer des inéquations. La situation est voisine de celle
de 1'algébre, mais les variétés transcendantes sont semblables aux variétés

algébriques.

3) Applications : Les systémes d'Equations transcendantes de §3. et §5. ont des

conséquences non-triviales en algébre. (cf.[3]).

4) Probl3mes : a) Quelle est "la plus grande classe" de fonctions réelles

ayant des propriétés de finitude ? Peut-on par exemple, inclure la fonction
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retour de Poincaré pour les équations différentielles d'ordre 1 ?

Cette question est trds importante, par exemple pour majorer le nombre
de cycles limites d'équations différentielles (Probléme de Hilbert-Petrowsky).
Il serait trés intéressant plus généralement de construire de nouvelles

classes de fonctions ayant ces propriétés de finitude.

b) A-t-on 1'analogue du théor&me de Tarski-Seidenberg ? L'image d'un ensemble

élémentaire par une application élémentaire sera-t-elle &lémentaire ?

I1 serait également trés intéressant de définir une classe de fonctions

réelles et d'ensembles ayant cette propriété .
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